
 

  
 الإمتحان الوطني الموحد

 لنيل شهادة البكالوريا
 2005الدورة الاستدراكية 

( ن 2,5 ): انتمشٌه الأول   

  ن0,50

 𝑥 ∧ 𝑦 ٖاُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ ٞٛ 𝑥 ٝ 𝑦.  

 𝐈  

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 

 مسلك العلوم الرياضية أ و ب
 10المعامل 

 أربع ساعات: مدة الإنجاز 
 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

  𝑎𝑏𝑐      𝑥  ٢ٛ ًزبثخ اُؼذد  𝑎𝑏𝑐 ك٢ ٗظٔخ اُؼذ راد الأعبط 𝑥.  

∶  𝐸 :    أُؼبدُخ 2℞ٗؼزجش ك٢     𝑥 + 1 2 = 9 + 5𝑦.  

 ٌٖ٤ُ 𝑥, 𝑦  ؽلا ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

𝑥ث٤ٖ إٔ  ≡ 𝑥 أٝ  5 1 ≡ 2 5 .  

  . 𝐸  أُؼبدُخ 2℞ؽَ ك٢ 

;   ℞𝑘𝜖∀ :   ث٤ٖ إٔ     5𝑘2 + 4𝑘 − 1 ∧  5𝑘 + 1 =  𝐾 − 3 ∧ 8.  

( ن 4,5 ): انتمشٌه انثاوً   

 : اُزب٤ُخ     أُؼبدُخ راد أُغٍٜٞ ℂٗؼزجش ك٢ ٓغٔٞػخ الأػذاد اُؼوذ٣خ 

  . 𝐸  أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢ 

 ٌٖ٤ُ𝑧1 ٝ 𝑧2 ؽ٢ِ أُؼبدُخ  𝔗𝑚 𝑧1 > 0  ;   𝐸  ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2 ٖاُ٘وطزبٕ راد اُِؾو٤ 𝑧1 ٝ 𝑧2ػ٠ِ اُزٞا٢ُ . 

𝒪𝑀1:   رؾون إٔ 
2 + 𝒪𝑃1

2 = 𝒪𝑀2
2 + 𝒪𝑃2

2.  

  : اُ٘ظٔخ اُزب٤ُخ ℕ2ؽَ ك٢ 
121      𝑥 = 59     𝑦 

𝑥 ∧ 𝑦 = 8        

𝑥 ≡ 1 5         

  

,𝒪 ك٢ أُغزٟٞ أُ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ  𝑢  , 𝑣   اُز١ ٓؼبدُزٚ ٢ٛ                 ٗؼزجش أُ٘ؾ٠٘ : 𝑚 C            

            𝑚 C  .                   ؽج٤ؼخ أُ٘ؾ٠٘ 𝑚ٗبهش ؽغت ه٤ْ 

            𝑚 C (أُشًض ٝ اُشإٝط ٝ اُجئسربٕ ٝ أُوبسثبٕ إ ٝعذا  ) ٓخشٝؽ٤ب ، اػؾ ػ٘بطشٙ ا٤ُٔٔضح               ارا ًبٕ 

𝑥2

 10 − 𝑚 
+

𝑦2

 2 − 𝑚 
= 1    ;     𝑚𝜖ℝ ∖  2; 10  

0 < 𝛼 <
𝜋

2
  𝐸  ∶   𝑧2 −  6 cos 𝛼 𝑧 + 1 + 8 cos2 𝛼 =  :ؽ٤ش  0

          𝑀1𝜖        .  1 C:   رؾون إٔ 

          C 1  .              أسعْ 

          𝒪𝑀1 .  1 C          1 C  ٓٞاص٣ب ُِٔغزو٤ْ         ؽ٤ش ٣ٌٕٞ ك٤ٜٔب أُٔبط ُِٔ٘ؾ٠٘            ٖٓ 𝑃1 ٝ 𝑃2ث٤ٖ أٗٚ رٞعذ ٗوطزبٕ 

1 

 أ

 ب

2 

3 

1 

2 

1 

 أ

 ب

2 

 ج

3 

 𝐈𝐈  

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن1,00
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  ن0,25

  ن0,75
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𝑧 
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( ن 2,5 ): انتمشٌه انثانث   

  ن0,50

 ٌٖ٤ُ𝑛 20 ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب أًجش ٖٓ أٝ ٣غب١ٝ.  

𝑛  ًشاد ث٤ؼبء ٝ ٣10ؾز١ٞ ٤ًظ ػ٠ِ  −  ًشح عٞداء ، ٗلزشع إٔ ًَ اٌُشاد ؿ٤ش هبثِخ ُِز٤٤ٔض ثبُِٔظ  10

. 
 اؽزٔبٍ     ٗغ٢ٔ . ٓشح 𝑛ٌٗشس ٛزٙ اُزغشثخ . ٗغؾت ًشح ٖٓ ا٤ٌُظ ٝ ٗغغَ ُٜٞٗب صْ ٗؼ٤ذٛب ا٠ُ ا٤ٌُظ 

0  ًشح ث٤ؼبء 𝑘اُؾظٍٞ ػ٠ِ  ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 .  

  .𝑛 ٝ 𝑘 ثذلاُخ 𝑝𝑘أؽغت 

0:   ث٤ٖ إٔ  ≤ 𝑘 ≤ 9  ⟺   𝑢𝑘 ≥ 1  ٝ       10 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1  ⟺   𝑢𝑘 ≤ 1  

,0,1  ك٢   𝑘 ػ٘ذٓب ٣زـ٤ش 𝑝𝑘 ُِؼذد 𝑀اعز٘زظ أًجش ه٤ٔخ  … , 𝑛 .  

( ن 10,5 ): انتمشٌه انشاتغ   

= 𝑓 𝑥:    ثٔب ٢ِ٣ ℝ اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓ُزٌٖ   1 + 𝑥 𝑒−2𝑥.  

  .ℝ ػ٠ِ 𝑓أدسط رـ٤شاد اُذاُخ 

∶ 𝐸  ؽَ ُِٔؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ   𝑓ث٤ٖ إٔ  𝑦" + 3𝑦′ + 2𝑦 = −𝑒−2𝑥.  

  . 𝐸 ؽذد اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ 

,𝒪   ٓ٘ؾ٘بٛب ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ        ٤ٌُٖ    𝒾 , 𝒿  .  C          

          C  .        ُِٔ٘ؾ٠٘  ح اُلشٝع اُلاٜٗبئ٢ أدسط

          C  .       أدسط روؼش أُ٘ؾ٠٘  

          C     .     أٗش٠ء 

,𝑘𝜖 0,1:   ؽ٤ش :                     ٗؼغ  … ,  𝑛 − 1  .  𝑢𝑘 =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘

 

𝑢𝑘 :ث٤ٖ إٔ  =
 𝑛 − 𝑘 

 𝑘 + 1 
×

10

 𝑛 − 10 
 

𝑀 :ٝ ث٤ٖ إٔ  =
𝑛!

𝑛𝑛
×

1010

10!
×

 𝑛 − 10 𝑛−10

 𝑛 − 10 !
 

lim :أؽغت 
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) ٝ 

 ب

 أ

 ب
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  .𝑛 ثذلاُخ 𝐴𝑛أؽغت   ن1,00

 .  ٓزوبسثخ ٝ ؽذد ٜٗب٣زٜب              اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ  

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٍ0,1  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب .  

 ٌٖ٤ُ𝑛𝜖ℕ∗ ٗشٓض ثـ 𝐴𝑛  ٖٓؾٞس الأكبط٤َ            ُٔغبؽخ اُؾ٤ض أُؾظٞس ث٤ ٝ 

𝑥ر١ أُؼبدُخ   ٝ ٓؾٞس الأسار٤ت ٝ أُغزو٤ْ = 𝑛.  
C          

lim :أؽغت 
𝑛→+∞

𝐴𝑛  

𝑢𝑛 :ٌَُ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  ٗؼغ  =   𝑓 𝑥  𝑛
𝑛

0

𝑑𝑥 

𝑥𝑛 )ثبعزؼٔبٍ رو٤٘خ رـ٤٤ش أُزـ٤ش  = 𝑡 )  ٕث٤ٖ أ:  ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑢𝑛 =   1 +
𝑡

𝑛
 

𝑛𝑛

0

𝑒−2𝑡𝑑𝑡 

;𝑟𝜖 1∀  :ث٤ٖ إٔ  2    ;   2 − 𝑟 ≤
1

𝑟
≤ 1 

,  ∗𝑛𝜖ℕ∀  :اعز٘زظ   ∀𝑥𝜖 0; 𝑛    ;   𝑥 −
𝑥2

2𝑛
≤ 𝑛 𝑙𝑛  1 +

𝑥

𝑛
 ≤ 𝑥 

𝑛𝜖ℕ∗   ;  𝑢𝑛∀  :ث٤ٖ إٔ  ≤  𝑒−𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀  :ث٤ٖ إٔ    𝑒
−1

2 𝑛  𝑒−𝑥
 𝑛

0

𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛  

𝑛  :ث٤ٖ إٔ 
1

𝑎

 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥 ≤ 𝑛 1 − 𝑎  𝑓(𝑎) 𝑛  

lim :اعز٘زظ إٔ 
𝑛→+∞

 𝑛
1

𝑎

 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥 = 0 

lim :أؽغت 
𝑛→+∞

 𝑛
𝑛

0

 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥 

 أ

 ب

 ج

4 

 أ

 ب

 ج

3 

1 

 أ

 ب

2 

1 

2 

 𝐈𝐈  

 𝐈𝐈𝐈  

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

 𝑢𝑛 𝑛≥1 

     60: الصفحة   -                2012رمضان   -  -  الأجوبة من اقتراح الأستاذ بدر الدين الفاتحي 



 

  

 ٌٖ٤ُ 𝑥, 𝑦  ؽلا ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

 2005أجوبة الدورة الاستدراكية  𝟔𝟏 :الصفحة   2012رمضان   (  ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 ( ن 2,5 ):   التمرين الأول 

 أ 1 ∎

𝑥 :     ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ  + 1 2 = 9 + 5𝑦  

 ٚ٘ٓ ٝ  :5  𝑥 + 1 2 − 5:      أ١ 9  𝑥 + 4   𝑥 − 2    

 : ػذد أ٢ُٝ 5ٝ ثٔب إٔ 

5:  كبٕ   𝑥 − 5   أٝ     2  𝑥 + 4      

 ٚ٘ٓ ٝ  :5  𝑥 − 5   أٝ     2  𝑥 + 4  − 5    

𝑥:   ٣ؼ٢٘  ≡ 𝑥  أٝ    5 2 ≡ 1 5     

 ب 1 ∎

𝑥:  ارا ًبٕ  ≡ 5:     كبٕ  5 1  𝑥 − 1     

 ٚ٘ٓ ٝ    : ∃𝑘𝜖℞   ;   𝑥 − 1 = 5𝑘  

;   ℞𝑘𝜖∃ :    ٣ؼ٢٘    𝑥 = 5𝑘 + 1  

;   ℞𝐸    :  ∃𝑘𝜖 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت أُؼبدُخ     5𝑘 + 1 + 1 2 = 9 + 5𝑦  

;   ℞𝑘𝜖∃ :    ٣ؼ٢٘    25𝑘2 + 4 + 20𝑘 = 9 + 5𝑦  

 ٚ٘ٓ ٝ     : ∃𝑘𝜖℞   ;   𝑦 = 5𝑘2 + 4𝑘 − 1  

𝑥ارا ًبٕ   ≡ 5    كبٕ    5 2  𝑥 − 2      

;   ℞𝑘𝜖∃ :   ٣ؼ٢٘    𝑥 − 2 = 5𝑘   

;   ℞𝑘𝜖∃ :    أ١    𝑥 = 5𝑘 + 2   

;   ℞𝐸    :  ∃𝑘𝜖 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت أُؼبدُخ     5𝑘 + 3 2 = 9 + 5𝑦  

;   ℞𝑘𝜖∃ :   ٣ؼ٢٘    25𝑘2 + 9 + 30𝑘 = 9 + 5𝑦   

;   ℞𝑘𝜖∃ :   ارٕ    𝑦 = 5𝑘2 + 6𝑘    

 : رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ  𝐸  ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ 𝒮: ٝ ثبُزب٢ُ 

شُ ك٢ اُجذا٣خ ثٔجذأ خٞاسص٤ٓخ أه٤ِذط  ًِّ  :أرَ

 :  ٗغز٘زظ إٔ  4  ٝ  3  ٝ  2  ٝ  1 ٖٓ اُ٘زبئظ 

 :ُ٘ؾَ اُ٘ظٔخ اُزب٤ُخ 

𝐸   ٝ 𝑥  ؽَ ُِٔؼبدُخ          ٗغز٘زظ ٖٓ ٛزٙ اٌُزبثخ الأخ٤شح إٔ  ≡ 1 5    

 :ارٕ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ      

𝑥:  ثٔب إٔ  ∧ 𝑦 = 5𝑘2 :       كبٕ 8 + 4𝑘 − 1 ∧  5𝑘 + 1 = 8    

𝑘 :   ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُغئاٍ      − 3 ∧ 8 = 8  

𝑘  روغْ اُؼذد  8 :ارٕ  − 3 .   

 :ٝ ثبُزب٢ُ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ اُ٘ظٔخ ٢ٛ 
𝒮 =    5k + 1 ; 5k2 + 4k − 1  ;  5k + 2 ; 5k2 + 6k ∕   𝑘𝜖℞  

∎ 2 

𝑎 𝑏 

𝑑 
𝑐 

𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑐 ⟹ 

 :ُذ٣٘ب 
5𝑘2 + 4𝑘 − 1 5𝑘 + 1 

𝑘 
3𝑘 − 1 

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
5𝑘 + 1 3𝑘 − 1 

1 
2𝑘 + 2 

 : ارٕ 

 5𝑘2 + 4𝑘 − 1 ∧  5𝑘 + 1 =  5𝑘 + 1 ∧  3𝑘 − 1   1  

5𝑘  :       ارٕ  + 1 ∧  3𝑘 − 1 =  3𝑘 − 1 ∧  2𝑘 + 2   2  

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
3𝑘 − 1 2𝑘 + 2 

1 
𝑘 − 3 

3𝑘  :ارٕ  − 1 ∧  2𝑘 + 2 =  2𝑘 + 2 ∧  𝑘 − 3   3  

8 

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
2𝑘 + 2 𝑘 − 3 

2 

2𝑘  :ارٕ  + 2 ∧  𝑘 − 3 =  𝑘 − 3 ∧ 8  4  

 5𝑘2 + 4𝑘 − 1 ∧  5𝑘 + 1 =  𝑘 − 3 ∧ 8 

 
121 𝑥         = 59 𝑦        

𝑥 ∧ 𝑦 = 8

𝑥 ≡ 1 5 

    ⟺        

 𝑥 + 1 2 = 9 + 5𝑦
𝑥 ∧ 𝑦 = 8

𝑥 ≡ 1 5 

    

 ب

𝑥 = 5𝑘 + 1    ٝ    𝑦 = 5𝑘2 + 4𝑘 − 1 

2 

⟹   ∃𝑛𝜖℞   ;   𝑘 − 3 = 8𝑛 

⟹   ∃𝑛𝜖℞   ;   𝑘 = 8𝑛 + 3 

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
 
𝑥 =  5𝑘 + 1 = 40𝑛 + 16                            

𝑦 = 5𝑘2 + 4𝑘 − 1 = 320𝑛2 + 272𝑛 + 56
  

𝒮′ =    40𝑛 + 16   ;   320𝑛2 + 272𝑛 + 56  ∕   𝑛𝜖℞  

 ( ن 4,5 ):   التمرين الثاني 

 𝐈  ∎ 1 
2:  ارا ًبٕ  − 𝑚 > 0  ٝ  10 − 𝑚 > 0   

𝑚:  ٣ؼ٢٘  < 2  ٝ  𝑚 < 10   

𝑚 C           ٚ٘ٓ ٝ          :ا٤ِِٛظ. 

2:    ارا ًبٕ  < 𝑚 < 10     

10:  كبٕ  − 𝑚 > 0    ٝ  𝑚 − 2 > 0    

  : :   كبٕ 
𝑥2

  10 − 𝑚 
2 +

𝑦2

  2 − 𝑚 
2 = 1 

𝑚 C          

 ٚ٘ٓ ٝ: :  
𝑥2

  10 − 𝑚 
2 −

𝑦2

  𝑚 − 2 
2 = 1 𝑚 C          

          𝑚 C .ٛزٍُٞ:         ارٕ 

∎ 3 

 𝑥, 𝑦  
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𝑚:  ارا ًبٕ  > 𝑚:    كبٕ 10 − 2 > 0  ٝ  10 − 𝑚 < 0   

 ٚ٘ٓ ٝ: 

ٗلاؽع إٔ 

 ا٤ٌُٔخ
 :ٓٞعجخ  ارٕ 

 𝐈  ∎ 2 
𝒎فً انحانح   < 𝒎:    ٌؼىً 2 < 10   

 :ُذ٣٘ب 

     𝒪 0,0ا٤ِِٛظ ٓشًضٙ   :           ٝ ٓ٘ٚ 

𝐴  10: ٝ سإٝعٚ  − 𝑚, 0  ٝ 𝐵 − 10 − 𝑚, 0   

 ٝ𝐴′ 0,  2 − 𝑚  ٝ 𝐴 0, − 2 − 𝑚   

𝑎:  ٗؼغ  =  10 − 𝑚ٝ   𝑏 =  2 − 𝑚     

𝑐:   ُذ٣٘ب  =  𝑎2 − 𝑏2 =   2 − 𝑚 −  10 − 𝑚 = 2 2  

,𝐹 2 2: ثئسرب الإ٤ِِٛظ         ٛٔب : ٝ ٓ٘ٚ  0  ٝ 𝐹′ −2 2, 0   

𝟐:   فً انحانح  < 𝑚 < 10    

 :ُذ٣٘ب 

     𝒪 0,0        ٛزٍُٞ ٓشًضٙ       :ٝ ٓ٘ٚ 

𝐴  10:  ٝ سأعبٙ ٛٔب  − 𝑚, 0   ٝ  𝐴′ − 10 − 𝑚, 0    

𝑎:   ٗؼغ  =  10 − 𝑚   ٝ   𝑏 =  𝑚 − 2    

𝑐:  ُذ٣٘ب  =  𝑎2 + 𝑏2 =   𝑚 − 2 +  10 − 𝑚 = 2 2   

,𝐹  8:          ٛٔب     ثئسرب اُٜزٍُٞ: ٝ ٓ٘ٚ  0  ٝ 𝐹′ − 8, 0   

 : ٓؼشك٤ٖ ثٔب ٢ِ٣  ′∆  ٝ  ∆          ٣وجَ ٓوبسث٤ٖ    :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

     𝒪 0,0     ا٤ِِٛظ ٓشًضٙ         ُذ٣٘ب ؽغت ٓب عجن   

,𝐴 3,0   ٝ  𝐵 −3,0   ٝ  𝐴′ 0,1   ٝ  𝐵′ 0:  ٝ سإٝعٚ  −1    

,𝐹  8: ٝ ثئسربٙ ٛٔب  0  ٝ 𝐹′ − 8, 0   

 𝐈𝐈  ∎ 1 

 : أُؼبدُخ اُزب٤ُخ ℂٗؼزجش ك٢ 

=∆:     ُذ٣٘ب   6𝑐𝑜𝑠𝛼 2 − 4 1 + 8𝑐𝑜𝑠2𝛼 =  2𝑖 𝑠𝑖𝑛𝛼 2  

 : ٓؼشك٤ٖ ًٔب ٢ِ٣ 𝑧1 ٝ 𝑧2 روجَ ؽ٤ِٖ ػوذ٤٣ٖ ٓزشاكو٤ٖ        ٝ ٓ٘ٚ 

 𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

    𝑀1 𝑧1   ٝ  𝑀2 𝑧2:  ٗؼغ 

cos2:  ٗؼِْ إٔ  𝛼 + sin2 𝛼 = 1 ٚ٘ٓ ٝ      :
9cos 2 𝛼

9
+

sin 2 𝛼

1
= 1   

:   أ١ 
 3cos 𝛼 2

32 +
sin 2 𝛼

1
= 1  

 𝐈𝐈  ∎ 2 ب 

 : ٢ٛ 𝑃   ك٢       ٓٔبط الإ٤ِِٛظ    T أُؼبدُخ اُذ٣ٌبسر٤خ ُـ 

𝑀1 3:   ارٕ 𝑧1 ٢ٛ طٞسح 𝑀1: ُذ٣٘ب  cos 𝛼 ; sin 𝛼    

 :  رٌزت ػ٠ِ شٌَ  𝑂𝑀1 ٝ ٓ٘ٚ أُؼبدُخ اُذ٣ٌبسر٤خ أُخزظشح ُـ  

∥ 𝑂𝑀1 :  ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ   𝑇    

𝑚 C          

: −  
𝑥2

  𝑚 − 10 
2 +

𝑦2

  𝑚 − 2 
2 = 1 𝑚 C          

 
𝑥2

  𝑚 − 10 
2

+
𝑦2

  𝑚 − 2 
2
  = ∅ 

:  
𝑥2

  10 − 𝑚 
2 +

𝑦2

  2 − 𝑚 
2 = 1 𝑚 C          

𝑚 C          

𝑚 C          

:  
𝑥2

  10 − 𝑚 
2 −

𝑦2

  𝑚 − 2 
2 = 1 𝑚 C          

𝑚 C          

𝑚 C          

𝑚 C          

 
 ∆ ∶ 𝑦 =

𝑏

𝑎
𝑥      

 ∆′ ∶ 𝑦 = −
𝑏

𝑎
𝑥

   ⟺  

 
  
 

  
 
 ∆ ∶ 𝑦 =   

𝑚 − 2

10 − 𝑚
 𝑥      

 ∆′ ∶ 𝑦 = −  
𝑚 − 2

10 − 𝑚
 𝑥

   

1 C          

𝓞 𝓲 

𝐀′ 

𝐅 𝐀 𝐁 𝐅′ 

𝐁′ 

 𝐸   ;   𝑧2 −  6𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑧 +  1 + 8𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 0 

 
𝑧1 =

6 cos 𝛼 + 2𝑖 sin 𝛼

2
= 3 cos 𝛼 + 𝑖 sin 𝛼

𝑧2 =
6 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 2𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝛼

2
= 3 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝛼

  

3 ارٕ اُضٝط   cos 𝛼 ; sin 𝛼       1   ٣ؾون ٓؼبدُخ الإ٤ِِٛظ C          

 ٚ٘ٓ ٝ: 1 C          𝑀1 𝜖 

;𝑃 𝑥0ُزٌٖ   𝑦0        1   ٗوطخ ٖٓ الإ٤ِِٛظ C          

1 C          

 𝑇  ∶   
𝑥𝑥0

9
+

𝑦𝑦0

1
= 1 

⟺     𝑇  ∶   𝑦 =  
−𝑥0

9𝑦0
 𝑥 + 1 

 𝑂𝑀1  ∶   𝑦 =  
sin 𝛼

3 cos 𝛼
 𝑥 

  :ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ ُٜٔب ٗلظ ا٤َُٔ أ١ 
−𝑥0

9𝑦0
 =  

sin 𝛼

3 cos 𝛼
  

 : كبٕ 
𝑥0

2

32
+

𝑦0
2

12
= 1 

;𝑃 𝑥0:    ٝ ثٔب إٔ  𝑦0  𝜖              .  
1 C          

1 C          

 𝐈  ∎ 3 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑥0 = −3𝑦0 ∙  
sin 𝛼

cos 𝛼
   ∗  

 𝐸  



 

  

𝑛 

𝑘 
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 ج

 : ك٢ آخش رؼج٤ش ؽظِ٘ب ػ٤ِٚ ٗغذ  ∗  ثو٤ٔزٚ ؽغت      ٗؼٞع 

1

9
 −3𝑦0 ∙

sin 𝛼

cos 𝛼
 

2

+ 𝑦0
2 = 1 

⟺       𝑦0
2  

sin2 𝛼

cos2 𝛼
+ 1 = 1 

⟺       𝑦0
2  

1

cos2 𝛼
 = 1 

⟺       𝑦0
2 = cos2 𝛼 

⟺       𝑦0 = ±cos 𝛼 

𝑀1 𝑧1  ٝ 𝑀2 𝑧2  ٝ 𝑃1 3𝑠𝑖𝑛𝛼: ُذ٣٘ب  − 𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼  

 ٝ𝑃2 −3𝑠𝑖𝑛𝛼 + 𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼   

 :ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ ُذ٣٘ب 

𝑦0ارا ًبٕ   = cos 𝛼 ٕكب  :  𝑥0 = −3𝑦0  
sin 𝛼

cos 𝛼
 = −3 sin 𝛼 

𝑦0ارا ًبٕ   = − cos 𝛼 ٕكب  :  𝑥0 = −3𝑦0  
sin 𝛼

cos 𝛼
 = 3 sin 𝛼 

 رٞعذ ٗوطزبٕ : ٝ ثبُزب٢ُ 

   𝑂𝑀1 ؽ٤ش أُٔبط ُـ           ك٢ ًَ ٜٓ٘ٔب ٣ٞاص١  : ٖٓ الإ٤ِِٛظ           

 
𝑃1 3 sin 𝛼  ; − cos 𝛼 

𝑃2 −3 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ;  𝑐𝑜𝑠 𝛼 
  

1 C          1 C          

  .𝐸 ك٢ رغشثخ ػشٞائ٤خ 𝐴 اؽزٔبٍ ٝهٞع ؽذس ٤ُ𝑝ٌٖ  : تزكٍش

 ٓشح ٓززب٤ُخ كبٕ اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ     𝐸ػ٘ذ اػبدح اُزغشثخ 

𝐶𝑛:    ٓشح ٛٞ 𝑘 ثبُؼجؾ 𝐴اُؾذس 
𝑘𝑝𝑘 1 − 𝑝 𝑛−𝑘   

𝑂𝑀1:    ٝ ثبُزب٢ُ 
2 + OP1

2 = OM2
2 + OP2

2  

 ( ن 2,5 ):   التمرين الثالث 
∎ 1 

 . ٛٞ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشح ث٤ؼبء𝐴اُؾذس : ك٢ ٛزا اُزٔش٣ٖ 

= 𝑝 𝐴:  ٝ ُذ٣٘ب 
10

𝑛
  

 . ٓشح𝑛ٌٗشس اُزغشثخ 

 ًشح 𝑘  ٓشح ٛٞ اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ    𝐴ارٕ اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ اُؾذس 

𝑝𝑘:  ث٤ؼبء ٝ ٣غب١ٝ  = 𝐶𝑛
𝑘 𝑝 𝐴  

𝑘
 1 − 𝑝 𝐴  

𝑛−𝑘
  

٣ٌٖٔ رشى ٛزٙ اُ٘ز٤غخ ػ٠ِ ٓب ٢ٛ ػ٤ِٚ ٝ ٌٕٗٞ ثزُي هذ أعج٘ب ػ٠ِ 

ٝ ٣ٌٖٔ اػبكخ ثؼغ أُشاؽَ إ ً٘ذ ٖٓ ٛٞاح . اُغئاٍ ثبهزظبد ربّ 

 :اُؾغبة اُؾشك٢ ٢ٌُ رظَ ا٠ُ اُ٘ز٤غخ اُزب٤ُخ 

𝑝𝑘 = 𝐶𝑛
𝑘  

10

𝑛 − 10
 
𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛

 

 2 أ ∎

 :ٝ ُذ٣٘ب 

 ب 2 ∎

𝑢𝑘:   ٗلزشع إٔ  ≥ 1   

𝑘ُذ٣٘ب ؽغت أُؼط٤بد   ≥ 0   

𝑘:  ٣ٌل٢ ارٕ إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ  ≤ 9  

𝑢𝑘:      ُذ٣٘ب  ≥ 1   

𝑛:  ثٔب إٔ  ≥ 𝑘 ٕكب      :𝑛 − 𝑘 ≥ 0    

𝑛 10: ٝ ٓ٘ٚ اُؼذدإ  − 𝑘   ٝ   𝑛 − 10  𝑘 +  .  ٓٞعجبٕ  1

𝑝𝑘 :  ارٕ  = 𝐶𝑛
𝑘  

10

𝑛
 
𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛−𝑘

 

𝑢𝑘 :ٗؼغ  =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
 

𝑢𝑘 :ُذ٣٘ب  =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
=

𝐶𝑛
𝑘+1  

10
𝑛 − 10

 
𝑘+1

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛

𝐶𝑛
𝑘  

10
𝑛 − 10 

𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛  
𝑛  

𝐶𝑛
𝑘+1

𝐶𝑛
𝑘

=
𝑛!

 𝑘 + 1 !  𝑛 − 𝑘 − 1 !
×

𝑘!  𝑛 − 𝑘 !

𝑛!
=  

𝑛 − 𝑘

𝑘 + 1
  

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑢𝑘 =  
𝑛 − 𝑘

𝑘 + 1
 ×  

10

𝑛 − 10
  

⟺      
𝑛 − 𝑘

𝑘 + 1
 ×  

10

𝑛 − 10
 ≥ 1 

⟺     
10 𝑛 − 𝑘 

 𝑛 − 10  𝑘 + 1 
≥ 1 

 𝐈𝐈  ∎ 2 

𝑥0 

 ٚ٘ٓ ٝ : 𝑂𝑀1
2 + 𝑂𝑃1

2 =  𝑧1 
2 +  3𝑠𝑖𝑛𝛼 − 𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼 2 

=  9 cos2 𝛼 + sin2 𝛼 +  9 sin2 𝛼 + cos2 𝛼  

= 10 

= 9 cos2 𝛼 + sin2 𝛼 +  sin2 𝛼 + cos2 𝛼  

𝑂𝑀2
2 + 𝑂𝑃2

2 =  𝑧2 
2 +  −3𝑠𝑖𝑛𝛼 + 𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼 2 

=  9 cos2 𝛼 + sin2 𝛼 +  9 sin2 𝛼 + cos2 𝛼  

= 10 

= 9 cos2 𝛼 + sin2 𝛼 +  sin2 𝛼 + cos2 𝛼  
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⟺   10 𝑛 − 𝑘  ≥  𝑛 − 10  𝑘 + 1  

⟺   10𝑛 − 10𝑘 ≥ 𝑛𝑘 + 𝑛 − 10𝑘 − 10 

⟺   10𝑛 − 𝑛 +  10 ≥ 𝑘 𝑛 − 10 + 10  

⟺   𝑘 ≤
9𝑛 + 10

𝑛
 

⟺   𝑘 ≤ 9 +
10

𝑛
 

⟺   𝑘 ≤ 9 

0:  ٝ ثبُزب٢ُ  ≤ 𝑘 ≤ 9   

 :انشطش انثاوً مه انسؤال 

10:   ٗ٘طِن ٖٓ  ≤ 𝑘 ≤  𝑛 − 1     

10:    ٣ؼ٢٘  ≤ 10 𝑛 − 𝑘 ≤ 10 𝑛 − 10    

10:   ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ≤ 𝑘 ≤  𝑛 − 1     

𝑛 11:   ٣ؼ٢٘  − 10 ≤  𝑛 − 10  𝐾 + 1 ≤ 10 𝑛 − 1    

 : ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  2  ٝ  1 ٗؼشة اُزؤؽ٤ش٣ٖ 

 ج 2 ∎

𝑝𝑘+1:   ٣ؼ٢٘  ≥ 𝑝𝑘   

 .  رضا٣ذ٣خ 𝑝𝑘 𝑘 ٝ ٓ٘ٚ أُززب٤ُخ  

𝑝𝑘+1:    ٣ؼ٢٘  ≤ 𝑝𝑘   

 .  ر٘بهظ٤خ𝑝𝑘 𝑘 ٝ ٓ٘ٚ أُززب٤ُخ  

  𝑝10:  ٗغز٘زظ إٔ أًجش ه٤ٔخ ُٜزٙ أُززب٤ُخ ٢ٛ 

 1  

10

𝑛 𝑛 − 10 
≤

10 𝑛 − 𝑘 

 𝑛 − 10  𝑘 + 1 
≤

10 𝑛 − 10 

11 𝑛 − 10 
 

 ٚ٘ٓ ٝ  : 
10 𝑛 − 𝑘 

 𝑛 − 10  𝑘 + 1 
≤

10

11
 

𝑢𝑘:    أ١  ≤ 1     

0:  ُذ٣٘ب ٖٓ أعَ  ≤ 𝑘 ≤ 9 :   𝑢𝑘 =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
≥ 1 

10:   ٖٓ أعَ : ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1 :    𝑢𝑘 =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
≤ 1 

𝑀 :ارٕ  = 𝑝10 = 𝐶𝑛
10  

10

𝑛 − 10
 

10

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛

 

⟺     𝑀 =
𝑛! × 1010 ×  𝑛 − 10 𝑛

10!  𝑛 − 10 ! ×  𝑛 − 10 𝑛 × 𝑛𝑛
 

⟺     𝑀 =
𝑛!

𝑛𝑛
×

1010

10!
×

 𝑛 − 10 𝑛

 𝑛 − 10 !
 

 ( ن 10,5 ):   التمرين الرابع 

 𝐈  ∎ 1 أ 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥

= lim
𝑚→−∞

𝑚=2 𝑥+1 

 
𝑒2

2
×

1

 
𝑒𝑚

𝑚  
 = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥

= lim
𝑚→+∞

𝑚=2 𝑥+1 

 
𝑒2

2
×

1

 
𝑒𝑚

𝑚
 
 = 0 

 𝐈  ∎ 1 ب 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =  أ ؽغت اُغئاٍ 0

C          ٕٓؾٞس الأكبط٤َ∞+٣وجَ ٓوبسثب أكو٤ب ثغٞاس  :          ار ٞٛ ٝ   

lim أ ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اُغئاٍ
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ 

lim :   ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 1 +

1

𝑥
 𝑒−2𝑥 = 0 

 ٝ   : lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 1 +

1

𝑥
 𝑒−2𝑥 = +∞ 

         C   ارغبٛٚ ٓؾٞس الأسار٤ت∞−٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ثغٞاس  :        ارٕ 

2  𝐈  ∎ 

= 𝑓 𝑥:     ُذ٣٘ب   1 + 𝑥 𝑒−2𝑥  

  ℝ لأٜٗب عذاء داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ ℝ داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓ارٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒−2𝑥 − 2 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :     ثٔب إٔ    𝑒−2𝑥 > 0   

1   ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح   𝑓′ 𝑥كبٕ اشبسح   + 2𝑥 .   

 : ًٔب ٢ِ٣ 𝑓ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد 

⟺   𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒−2𝑥 − 2𝑒−2𝑥 − 2𝑥𝑒−2𝑥  

⟺   𝑓 ′ 𝑥 = −𝑒−2𝑥 − 2𝑥𝑒−2𝑥  

⟺   𝑓 ′ 𝑥 = − 1 + 2𝑥 𝑒−2𝑥  

𝑓 :ُذ٣٘ب   
−1

2
 =  1 −

1

2
 𝑒

−2 
−1
2

 
=

𝑒

2
 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞    ٝ     lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =  :ٝ ُذ٣٘ب  0

−1

2
 𝑥 

𝑒

2
 

−∞ +∞ 

0 −∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

 ٚ٘ٓ ٝ: 
1

𝑛 𝑛 − 10 
≤

1

 𝑛 − 10  𝑘 + 1 
≤

1

11 𝑛 − 10 
  2  
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 𝐈  ∎ 3 أ 
𝑓:   ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 = − 1 + 2𝑥 𝑒−2𝑥  

𝑓:   ارٕ  ′′  𝑥 = −2𝑒−2𝑥 + 2 1 + 2𝑥 𝑒−2𝑥  

 :ٗغز٘زظ ارٕ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

⟺      𝑓′′ 𝑥 = −2𝑒−2𝑥 + 2𝑒−2𝑥 + 4𝑥𝑒−2𝑥  

⟺     𝑓 ′′  𝑥 = 4𝑥𝑒−2𝑥  

𝑥:  ارا ًبٕ  = 𝑓:    كبٕ 0 ′′  𝑥 = 0   

𝑥:  ارا ًبٕ  > 𝑓:    كبٕ 0 ′′  𝑥 > 0   

𝑥:  ارا ًبٕ  < 𝑓:    كبٕ 0 ′′  𝑥 < 0   

0 𝑥 −∞ +∞ 

− 𝑓′′(𝑥) 0 + 

C         
Ω 0,1  

ٗوطخ 

 اٗؼطبف

ؾَذَّة ُٓ C         وؼََّش ُٓ C         

 𝐈  ∎ 3 ب 

𝓞 𝓲 

𝟏 

  :ُذ٣٘ب 

𝑓 𝑥 =  1 + 𝑥 𝑒−2𝑥        

𝑓 ′ 𝑥 = − 1 + 2𝑥 𝑒−2𝑥

𝑓 ′′  𝑥 = 4𝑥𝑒−2𝑥               

  

    𝐸 :  ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ 𝑓ارٕ 

 𝐸 ∶   𝑦′′ + 3𝑦′ + 2𝑦 = −𝑒−2𝑥  

−𝟏

𝟐
 

 

 𝐈  ∎ 4 ب 

𝑦:    ٣ٌزت ػ٠ِ شٌَ  𝐸 اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ  = 𝑦𝐻 + 𝑦𝑝  

 ( 𝑓ٗؤخزٙ ٣غب١ٝ  )  𝐸  ٛٞ ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ      ثؾ٤ش 

 ٝ𝑦𝐻 ؽَ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ ٞٛ    : 𝐸𝐻   ;   𝑦′′ + 3𝑦′ + 2𝑦 = 0  

𝑟2:  ٝ ُؾِٜب ٗؾَ أٝلا ٓؼبدُزٜب ا٤ُٔٔضح  + 3𝑟 + 2 = 0   

𝑟1ٝ اُز٢ روجَ ؽ٤ِٖ ؽو٤و٤٤ٖ  = −1 ٝ 𝑟2 =  ٝ رُي ثؼذ ؽغبة 2−

Δا٤ُٔٔض    = 1  

𝑦𝐻:   ارٕ  = 𝛼𝑒−𝑥 + 𝛽𝑒−2𝑥    ∕     𝛼, 𝛽 𝜖 ℝ  

 :  ٣ٌزت ػ٠ِ اُشٌَ  𝐸 اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ : ٝ ثبُزب٢ُ 

 ٣ش٤ش اُزٌبَٓ ٛ٘ذع٤ب ا٠ُ ه٤بط ؽٍٞ أٝ ٓغبؽخ أٝ ؽغْ

 𝐈𝐈  ∎ 1 

= 𝑢 𝑥ٗؼغ    1 + 𝑥 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑢′ 𝑥 = 1   

𝑣صْ ٗؼغ    ′ 𝑥 = 𝑒−2𝑥 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑣 𝑥 =
−1

2
𝑒−2𝑥   

𝑦 𝑥 = 𝑦𝐻 𝑥 + 𝑦𝑝 𝑥 = 𝛼𝑒−𝑥 + 𝛽𝑒−2𝑥 + 𝑓(𝑥) 

 . ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ α ٝ β: ثؾ٤ش 

𝐴𝑛 :ارٕ  =  𝑓(𝑥)
𝑛

0

𝑑𝑥 =   1 + 𝑥 𝑒−2𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥 

𝐴𝑛 :ثبعزؼٔبٍ ٌٓبِٓخ ثبلأعضاء ٗؾظَ ػ٠ِ  =  𝑢𝑣 −  𝑢′𝑣 

⟺    𝐴𝑛 =  
− 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥

2
 

0

𝑛

+
1

2
 𝑒−2𝑥

𝑛

0

𝑑𝑥 

⟺    𝐴𝑛 =  
− 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥

2
 

0

𝑛

+
1

2
 
−𝑒−2𝑥

2
 

0

𝑛

 

⟺    𝐴𝑛 =  
− 1 + 𝑛 𝑒−2𝑛

2
+

1

2
 +

1

2
 
−𝑒−2𝑛

2
+

1

2
  

⟺    𝐴𝑛 = 𝑒−2𝑛  
− 1 + 𝑛 

2
−

1

4
 +

1

2
+

1

4
 

⟺    𝐴𝑛 = 𝑒−2𝑛  
−3 − 2𝑛

4
 +

3

4
 

⟺    𝐴𝑛 =
−𝑒−2𝑛

4
 2𝑛 + 3 +

3

4
 

⟺    𝐴𝑛 =
3 −  2𝑛 + 3 𝑒−2𝑛

4
 

𝒆

𝟐
 

−𝟏 

 𝐈  ∎ 4  أ

𝑦𝑝  

= 4𝑥𝑒−2𝑥 − 3 1 + 2𝑥 𝑒−2𝑥 + 2 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥  

=  4𝑥 − 3 − 6𝑥 + 2 + 2𝑥 𝑒−2𝑥  

= −𝑒−2𝑥  

𝑓 :ارٕ  ′′  𝑥 + 3𝑓 ′ 𝑥 + 2𝑓 𝑥  
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 𝐈𝐈𝐈  ∎ 1 

𝑡:  صْ ٗؼغ  = 𝑛𝑥 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑑𝑡 = 𝑛𝑑𝑥   

𝑥ارا ًبٕ   = 𝑡  كبٕ  0 = 0   

𝑥ارا ًبٕ   = 𝑡  كبٕ  1 = 𝑛   

 ٌٖ٤ُ   :𝑢 𝜖  1,2  1:      ٣ؼ٢٘ ≤ 𝑢 ≤ 2    

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

 ٚ٘ٓ ٝ  :
1

2
≤

1

𝑢
≤ :       ارٕ 1

1

𝑢
≤ 1  

;     𝑢 𝜖  1,2 ∀ :      ٝ ٗؼِْ إٔ     𝑢 − 1 2 ≥ 0  

𝑢2:  ارٕ  − 2𝑢 + 1 ≥ 0    

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑢2 + 1 ≥ 2𝑢   

ٗؼشة اُطشك٤ٖ ك٢ اُؼذد أُٞعت اُـ٤ش أُ٘ؼذّ 
1

𝑢
 : ٗؾظَ ػ٠ِ 

;    𝑢𝜖 1,2∀ :      ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ    2 − 𝑢 ≤
1

𝑢
≤ 1  

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑛→+∞

3 −  2𝑛 + 3 𝑒−2𝑛

4
=

3

4
 

lim :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑛→+∞

𝐴𝑛 =
3

4
 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀  :ٗؼغ  = 𝑛   𝑓 𝑥  𝑛
1

0

𝑑𝑥 

𝑢𝑛 :ٝ ثبُزب٢ُ  = 𝑛   𝑓  
𝑡

𝑛
  

𝑛𝑛

0

𝑑𝑡

𝑛
 

⟺     𝑢𝑛 =
𝑛

𝑛
   1 +

𝑡

𝑛
 𝑒

−2𝑡
𝑛  

𝑛

𝑑𝑡
𝑛

0

 

⟺     𝑢𝑛 =   1 +
𝑡

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑡𝑑𝑡
𝑛

0

 

𝑢2 + 1

𝑢
≥ 2 

2 −  𝑡 + 1 ≤
1

𝑡 + 1
≤ 1 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2 ب 

  ٌٖ٤ُ𝑥𝜖 0, 𝑛   ٝ  𝑛𝜖ℕ∗   

0:  ٣ؼ٢٘  ≤ 𝑥 ≤ 𝑛 ٚ٘ٓ ٝ    :0 ≤
𝑥

𝑛
≤ 1   

𝑡:   ٗؼغ  =
𝑥

𝑛
0:     ارٕ  ≤ 𝑡 ≤ 1   

1:  أ١  ≤ 𝑡 + 1 ≤ 2    

 أ 2 ارٕ ؽغت اُغئاٍ

 :  ٗؾظَ ػ٠ِ     ثبُو٤ٔخ 𝑡ٗؼٞع 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑛ٗؼشة أؽشاف ٛزا اُزؤؽ٤ش ك٢ اُؼذد أُٞعت اُـ٤ش أُ٘ؼذّ 

⟺      1 − 𝑡 ≤
1

𝑡 + 1
≤ 1 

⟺       1 − 𝑡 𝑑𝑡 ≤   
1

𝑡 + 1
 𝑑𝑡 ≤  1 𝑑𝑡 

⟺      𝑡 −
𝑡2

2
≤ ln 1 + 𝑡 ≤ 𝑡 

⟺     
𝑥

𝑛
−

𝑥2

2𝑛2
≤ ln  1 +

𝑥

𝑛
 ≤

𝑥

𝑛
 

⟺      𝑥 −
𝑥2

2𝑛
≤ 𝑛 ln  1 +

𝑥

𝑛
 ≤ 𝑥 

3  𝐈𝐈𝐈  ∎ أ 

   ٌٖ٤ُ𝑛𝜖ℕ∗  

 : ٗغذ 𝑒−2𝑥ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ك٢ اُؼذد أُٞعت 

 ∀𝑥𝜖 0, 𝑛    ,  ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑛 ln  1 +
𝑥

𝑛
 ≤ 𝑥   

 ٚ٘ٓ ٝ: ln  1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

≤ 𝑥   

 ٚ٘ٓ ٝ:  1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

≤ 𝑒𝑥    

 1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑥 ≤ 𝑒−𝑥    

⟹        1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥 ≤  𝑒−𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥     

⟹      𝑢𝑛 ≤  𝑒−𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥      ∗  

3  𝐈𝐈𝐈  ∎ ب 

  ٌٖ٤ُ𝑛𝜖ℕ∗   

 ب 2 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

 ب 2 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

     𝑥 −
𝑥2

2𝑛
≤ 𝑛 ln  1 +

𝑥

𝑛
  

⟺      𝑥 −
𝑥2

2𝑛
≤ ln  1 +

𝑥

𝑛
 
𝑛

 

⟺     𝑒
 𝑥−

𝑥2

2𝑛
 
≤  1 +

𝑥

𝑛
 
𝑛

 

 1  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑢 +
1

𝑢
≥ :       أ١ 2

1

𝑢
≥ 2 − 𝑢     2  

lim :ُذ٣٘ب 
𝑛→+∞

 2𝑛 + 3 𝑒−2𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑚→+∞

𝑚=2𝑛+3

𝑒3 ×
1

 
𝑒𝑚

𝑚
 

= 0 

 𝐈𝐈  ∎ 2 

𝑥

𝑛
 



 

  

 ٌٖ٤ُ  :0 < 𝑎 < 1  ٝ  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 1   
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⟺     𝑒
 𝑥−

𝑥2

2𝑛
 
𝑒−2𝑥 ≤  1 +

𝑥

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑥  

⟺     𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛

0

𝑑𝑥 ≤   1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥 

⟺     𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛

0

𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛   1  

1:  ٝ ُذ٣٘ب  ≤ 𝑛 ٕ1:    ار ≤ 𝑛2   

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑛 ≤ 𝑛3 ٕار     :𝑛
1

3 ≤ 𝑛    

 ٌٖ٤ُ  :0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛
1

𝑥2:    ارٕ 3 ≤ 𝑛
2

3   

 :  ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2  ٝ  1 ٖٓ 

3  𝐈𝐈𝐈  ∎ ج 

 :  ٝ  ٗغز٘زظ إٔ  ∗∗  ٝ  ∗ ٖٓ 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ ∞+ٗؾغت ٜٗب٣ز٢ ؽشك٢ ٛزا اُزؤؽ٤ش ثغٞاس 

𝑒      :٣ؼ٢٘ إٔ 
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤  𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛

0

𝑑𝑥  2  

 𝑒
 −𝑥− 

1

2𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤  𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 
𝑑𝑥

𝑛
1
3

0

≤  𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛

0

≤ 𝑢𝑛  

𝑒  : ارٕ 
 −𝑥− 

1

2𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛   ∗∗  

 𝑒
 −𝑥− 

1

2𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛 ≤  𝑒−𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥 
 ∗∗∗  

𝑒−𝑥  : ٝ ُذ٣٘ب 
𝑛

0

𝑑𝑥 =  −𝑒−𝑥 0
𝑛 = −𝑒−𝑛 + 1 

1  : ٝ ثبُزب٢ُ  − 𝑒−𝑛
1
3 𝑒

  
−1

2𝑛
1
3

 

≤ 𝑢𝑛 ≤  1 − 𝑒−𝑛  

 1 − 𝑒−𝑛
1
3 𝑒

  
−1

2𝑛
1
3

 

             
≤ 𝑢𝑛 ≤  1 − 𝑒−𝑛         

𝑛∞ 
𝑛∞ 

1 1 

  .1ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ ٝ رئٍٝ ا٠ُ 𝑢𝑛 𝑛  : ٝ ثبُزب٢ُ 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 4 أ 

,0  داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ  𝑓ُذ٣٘ب  +∞ .   

𝑓(1):    ارٕ  ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎)  

⟺     2𝑒−2 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎) 

⟺     0 < 2𝑒−2 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎) 

⟺     0 ≤ 𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛 ≤ 𝑛 𝑓(𝑎) 𝑛  

⟺     0 ≤  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

𝑎

𝑑𝑥 ≤  𝑛 𝑓(𝑎) 𝑛
1

𝑎

𝑑𝑥 

⟺     0 ≤  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

𝑎

𝑑𝑥 ≤ 𝑛 1 − 𝑎  𝑓(𝑎) 𝑛   ⋕  

 ٝ  𝑒
 −𝑥− 

1

2𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 = 𝑒
  

−1

2𝑛
1
3

 

 −𝑒−𝑥 0
𝑛

1
3  

= 𝑒
  

−1

2𝑛
1
3

 

 −𝑒−𝑛
1
3 + 1  

⟺   𝑥2 ≤
2𝑛

2𝑛
1
3

 

⟺    2𝑛
1
3 ≤

2𝑛

𝑥2
 

⟺   
−1

2𝑛
1
3

≤
−𝑥2

2𝑛
 

⟺ −𝑥 − 
1

2𝑛
1
3

≤ −𝑥 −
𝑥2

2𝑛
 

⟺    𝑒
 −𝑥− 

1

2𝑛
1
3

 

≤ 𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 
 

⟺     𝑒
 −𝑥− 

1

2𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤  𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 
𝑑𝑥

𝑛
1
3

0

  3  
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0:  ُذ٣٘ب  < 𝑎 < 𝑓(1):      ارٕ 1 < 𝑓(𝑎) < 𝑓(0)    

2𝑒−2:   أ١  < 𝑓 𝑎 < 1 ٚ٘ٓ ٝ        :ln 𝑓(𝑎) < ln 1    

> ln 𝑓(𝑎):   ٣ؼ٢٘  0  

 :   ٝ ُذ٣٘ب 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 4  ب

  ⋕ ارٕ ؽغت اُزؤؽ٤ش 

 : 

⟺    0 ≤  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

𝑎

𝑑𝑥 ≤ 𝑛 1 − 𝑎  𝑓(𝑎) 𝑛            

𝑛∞ 

0 

𝑛∞ 

0 

lim   : ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑛→∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥
1

𝑎

 = 0 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 4 ج 

 : ارٕ 

  lim
𝑛→∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥
𝑎

0

 = 1      ;       ∀𝑎𝜖 0,1   

lim   ج 3 ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ 
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 1 

lim   : ٣ؼ٢٘ 
𝑛→∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥
1

0

 = 1 

 ٚ٘ٓ ٝ:   lim
𝑛→∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥
𝑎

0

+  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥
1

𝑎

 = 1 

lim
𝑛→+∞

𝑛 1 − 𝑎  𝑓(𝑎) 𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛∞

𝑛 1 − 𝑎 𝑒𝑛 ln 𝑓(𝑎)  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑛 𝑙𝑛 𝑓(𝑎) 𝑒𝑛 ln 𝑓(𝑎)  
1 − 𝑎

𝑙𝑛 𝑓(𝑎) 
  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑚→−∞

𝑚=𝑛 𝑙𝑛 𝑓(𝑎) 

 𝑚𝑒𝑚   
1 − 𝑎

𝑙𝑛 𝑓(𝑎) 
  

= 0 ×  
1 − 𝑎

𝑙𝑛 𝑓(𝑎) 
 = 0 

  lim
𝑛→∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥
1

𝑎

 =  4 ب ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ  0

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين




