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 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 .  صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ  ×,ℱ ث٤ٖ إٔ  

,𝑀 𝑥 ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد 𝐺ُزٌٖ  0  ٖٓ ℱ ؽ٤ش 𝑥𝜖ℝ∗  

   . ×,ℱ  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح  𝐺ث٤ٖ إٔ 

  ٌٖ٤ُ𝐸 = ℝ∗ × ℝ.   

⊥ 1,1 :   أؽغت   2,3    ٝ   2,3 ⊥  1,1 .   

 . رشبًَ روبث٢ِ 𝜑ث٤ٖ إٔ 

,𝐸 اعز٘زظ ث٤٘خ    ⊥ .  

( ن 4,0 ) : انثاوًانتمشٌه   
 𝑚 1 ػذد ػوذ١ ٣خبُق.  

= ∆:      ٛٞ        رؾون إٔ ٤ٔٓض أُؼبدُخ     1 + 𝒾  𝑚 − 1  2.  

  . 𝐸  أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢ أُغٔٞػخ 

∶  𝑧.   𝐸 أُؼبدُخ راد أُغٍٜٞ ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ    𝑧2 −  1 − 𝒾  𝑚 + 1 𝑧 − 𝒾 𝑚2 + 1 = 0 

∶ 𝜑 :ٗؼزجش اُزطج٤ن     ℱ,× →  𝐸, ⊥  

𝑀 𝑥, 𝑦 → 𝜑 𝑀 𝑥, 𝑦  =  𝑥, 𝑦  

 : أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ ⊥ ثوبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ 𝐸ٗضٝد أُغٔٞػخ 

 ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐸  ;  ∀ 𝑎, 𝑏 𝜖𝐸  ∶    𝑥, 𝑦 ⊥  𝑎, 𝑏 =  𝑎𝑥 , 𝑏𝑥 +
𝑦

𝑎
  

  M2 (×, ℝ        )        .                 عضء ٓغزوش ٖٓ  ℱث٤ٖ إٔ 

  M2 (ℝ)     .2     ٢ٛ ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد أُشثؼخ ٖٓ اُشرجخ 

, ℝ        )        ؽِوخ ٝاؽذ٣خ ٝؽذرٜب                         :   ٗزًش إٔ  +,×) M2  𝐼 =  
1 0
0 1

  

,𝑥  ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد  ℱُزٌٖ  𝑦   ٖٓ                               ٓغ               ثؾ٤ش      𝑥, 𝑦 ϵℝ∗ × ℝ.  𝑀 𝑥, 𝑦 =  
𝑥 𝑦
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( ن 3,0 ) : انثانثانتمشٌه   

 1 ٣غب١ٝ  𝐸  ٢ٌُ ٣ٌٕٞ عذاء ؽ٢ِ أُؼبدُخ 𝑚ؽذد ػ٠ِ اُشٌَ اُغجش١ ه٤ٔز٢ اُؼذد اُؼوذ١ 

𝑧1ٗؼغ     = 1 − 𝒾𝑚    ٝ    𝑧2 = 𝑚 − 𝒾.     

𝑚ك٢ ؽبُخ   = 𝑒𝒾𝜃  ٝ  
𝜋

2
< 𝜃 < 𝜋 أًزت ،  𝑧1 ٝ 𝑧2 ػ٠ِ اُشٌَ أُضِض٢ . 

,𝒪  ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٓجبشش   𝒫 أُغزٟٞ اُؼوذ١  𝑒1    , 𝑒2     .   

𝑚   ٝ  𝑧1:   اُز٢ أُؾبهٜب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ ٢ٛ 𝑀 ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2ٗؼزجش اُ٘وؾ  = 1 − 𝒾𝑚   ٝ   𝑧2 = 𝑚 − 𝒾.  

 . ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ𝑀 ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2 ثؾ٤ش رٌٕٞ اُ٘وؾ 𝑀ؽذد ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ 

′𝑧 اُز٢ ُؾوٜب  ′𝑀 ثبُ٘وطخ 𝑧 ُؾوٜب 𝑀 اُز١ ٣شثؾ ًَ ٗوطخ ℛث٤ٖ إٔ اُزؾ٣َٞ  = 1 − 𝒾𝑧  

 . ٝ ه٤بعب ُضا٣ٝزΩٚٛٞ دٝسإ ٣٘جـ٢ رؾذ٣ذ ُؾن ٓشًضٙ 

( ℜ𝑒 𝑚  اُغضء اُؾو٤و٢ ُِؼذد ٞٛ 𝑚 ٝ 𝔗𝑚 𝑚  عضءٙ اُزخ٢ِ٤ ٞٛ ) 

 . ٓزذاٝسح Ω ٝ 𝑀 ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2 ثؾ٤ش رٌٕٞ اُ٘وؾ 𝑀اعز٘زظ ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ 

 ٌَُ𝑛 ٖٓ ℕ∗ ٗؼغ             :𝑎𝑛 = 2𝑛 + 3𝑛 + 6𝑛 − 1.   

  .∗𝑛 ٖٓ ℕ ػذد صٝع٢ ٌَُ 𝑎𝑛رؾون إٔ 

𝑎𝑛 اُز٢ ٣ٌٕٞ ٖٓ أعِٜب  𝑛ؽذد ه٤ْ  ≡ 0 3 .   

 ٌٖ٤ُ𝑝 ػذدا أ٤ُٝب ثؾ٤ش 𝑝 > 3.  

2𝑝−1:   ث٤ٖ إٔ  ≡ 1 𝑝    ٝ   3𝑝−1 ≡ 1 𝑝    ٝ   6𝑝−1 ≡ 1 𝑝 .    

  .         ٣وغْ 𝑝ث٤ٖ إٔ 

𝑎𝑛 ثؾ٤ش   𝑛 ٣ٞعذ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ 𝑞ث٤ٖ أٗٚ ٌَُ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ أ٢ُٝ  ∧ 𝑞 = 𝑞.  

(   𝑎𝑛 ∧ 𝑞 ٖاُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ ٞٛ  𝑎𝑛 ٝ 𝑞. ) 

( ن 10 ) : انشاتغانتمشٌه    𝑛 ّػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ . 

٣𝑥ٌٖٔ ٝػغ   ) 0 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢       ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  = 𝑡𝑛  ). 

  .0 ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝑓𝑛أدسط هبث٤ِخ اشزوبم اُذاُخ 

lim ٝ ٝ ٝ :ؽذد اُٜ٘ب٣بد اُزب٤ُخ 
𝑥→+∞

𝑓1(𝑥) lim
𝑥→+∞

𝑓2(𝑥) lim
𝑥→+∞

𝑓2(𝑥)

𝑥
 lim

𝑥→+∞

𝑓1(𝑥)

𝑥
 

,𝒪  ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ   𝑓 أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ       ٤ٌُٖ     𝒾 , 𝒿  .  C          𝑛 

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ  𝑥 ُِٔزـ٤ش اُؾو٤و٢       ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ   .  ثٔب ٢ِ٣  ∞+

 ∀𝑥 > 0   ;   𝑓𝑛 𝑥 = 𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛 = 𝑓𝑛 0      و    0 

+ ℜ𝑒 𝑚:   رخ٢ِ٤ طشف ارا ٝ كوؾ ارا ًبٕ  :ث٤ٖ إٔ اُؼذد اُؼوذ١  𝔗𝑚 𝑚 = 1   

. 
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  .𝑓1أدسط رـ٤شاد اُذاُخ   ن0,50

  .𝑓2أدسط رـ٤شاد اُذاُخ 

,∞− :   ػ٠ِ أُغبٍ 𝐹اعز٘زظ ٓ٘ؾ٠٘ رـ٤شاد اُذاُخ  0    

  .∞− ا٠ُ 𝑥 ػ٘ذٓب ٣ئٍٝ ℓ روجَ ٜٗب٣خ ٓ٘ز٤ٜخ 𝐹ٗلزشع إٔ اُذاُخ 

𝑛∀ :    ث٤ٖ إٔ  ≥ 1   ;   𝑢𝑛 ≥ 0.  

− 𝑓𝑛+1 𝑥ؽذد اشبسح   𝑓𝑛 𝑥    ٍ1   ػ٠ِ أُغب, 𝑒 .  

𝑛∀ :    ث٤ٖ إٔ  ≥ 1   ;   𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛.  

 .   ٓزوبسثخ 𝑢𝑛 𝑛≥1 اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ   

 𝑎 ػذد ؽو٤و٢ ٓخبُق ُِؼذد 𝑢1.  

𝑑𝑛:   ٗؼغ 𝑛ٝ ٌَُ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  =  𝑣𝑛 − 𝑢𝑛  .  

 .  ٓزجبػذح𝑣𝑛 𝑛≥1 اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ  

lim :ث٤ٖ إٔ 
𝑛→+∞

𝑑𝑛 = +∞ 

𝑛∀  :ث٤ٖ إٔ  ≥ 1   ;   𝑑𝑛 =
𝑛!

2 𝑛−1 
𝑑1 

𝑛∀  :  أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑣𝑛 𝑛≥1 ٗؼزجش أُززب٤ُخ   ≥ 1   ;   𝑣𝑛+1 =
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
𝑣𝑛 𝑣1   و   = a 

lim ٝ :ؽذد 
𝑥→+∞

𝑢𝑛  lim
𝑥→+∞

𝑛𝑢𝑛  

𝑛∀  :ث٤ٖ إٔ  ≥ 2  ;  
1

 𝑛 + 1 
≤ 𝑢𝑛 ≤

1

 𝑛 − 1 
 

𝑥  ٝ أُغزو٤ٔ٤ٖ           ٝ          ٓغبؽخ ؽ٤ض أُغزٟٞ أُؾظٞس ث٤ٖ  𝑐𝑚2اعز٘زظ ثـ  = 1  ٝ  𝑥 = 𝑒.   C          1 2 C          

𝑛∀  :ث٤ٖ إٔ  ≥ 1   ;   𝑢𝑛+1 =
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
𝑢𝑛    

𝑢𝑛 : ٗؼغ 𝑛ٌَُ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  =  𝑓𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝑒

1

 

 :ث٤ٖ إٔ 
3

8
≤ ℓ ≤

3

4
 

lim :ث٤ٖ إٔ 
𝑥→−∞

 𝑓1 𝑡 
1

𝑒𝑥

𝑑𝑡 =
3

4
 

,0  ػ٠ِ أُغبٍ  ٢ٛ𝑓1 داُخ أط٤ِخ ُِذاُخ :                                      رؾون إٔ اُذاُخ  +∞ .   𝑥 → 𝑥2  
3

4
−

ln 𝑥

2
  

𝑥∀  :ث٤ٖ إٔ  < 0   ;   
1

2
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝐹(𝑥) ≤
1

1 + 𝑒2𝑥
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥

𝑑𝑡 

,∞−  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ  𝐹ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  𝑥∀  : ٝإٔ    . 0 < 0   ;   𝐹′ 𝑥 =
 𝑥 − 1 𝑒2𝑥

 1 + 𝑒2𝑥 
 

,∞−  أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ  𝑥 ُِٔزـ٤ش اُؾو٤و٢ 𝐹ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  = 𝐹 𝑥 :  ثٔب ٢ِ٣  0  
𝑓1 𝑡 

1 + 𝑡2

1

𝑒𝑥

𝑑𝑡 

          C          1 2 C .أدسط اُٞػغ اُ٘غج٢ ُِٔ٘ؾ٤٤ٖ٘         ٝ          

=  𝒾 :  ٗؤخز  )  𝒿  = 2𝑐𝑚  

) 

  ٗوطخ اٗؼطبف ُِٔ٘ؾ٠٘             𝐴 1,1ٗوجَ )أٗشئ أُ٘ؾ٤٤ٖ٘         ٝ         
2 C          C          1 2 C          

𝑛∀  :ث٤ٖ إٔ  ≥ 2   ;   
𝑛!

2
≥ 3𝑛−2 
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,𝑀 𝑥 ُزٌٖ 𝑦  ٝ 𝑀 𝑎, 𝑏  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤ 𝐹  

 2009أجوبة الدورة العادية  𝟏𝟓𝟎 :الصفحة   2012رمضان   (  ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 ( ن 4,5 ):   التمرين الأول 

 أ 1 ∎

 ب 1 ∎

  𝐹 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ×ارٕ 

,𝑀 𝑎ُزٌٖ  𝑏  ٝ 𝑀 𝑐, 𝑑  ٝ 𝑀 𝑒, 𝑓  ٖٓ صلاصخ ػ٘بطش 𝐹  

 :      ُذ٣٘ب 

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

 :ٝ ثبُزب٢ُ 

  .𝐹 هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ×٣ؼ٢٘ 

 ٌٖ٤ُ𝑀 𝑒1; 𝑒2  اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِؼشة ك٢ 𝐹  

  .𝐹  ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُؼشة أُظلٞكبد ك٢                     ارٕ  

′𝑀 𝑥ُزٌٖ أُظلٞكخ  , 𝑦′ ٓٔبصِخ أُظلٞكخ  𝑀 𝑥, 𝑦  ك٢ ×  ُـ  ثبُ٘غت 𝐹.  

 : ٤ُظ رجبد٤ُب لإٔ ×ُذ٣٘ب 

𝑥∀ :     ٗلاؽع ارٕ إٔ  ≠ 𝑦    ;    𝑥2 + 1 ≠ 𝑦2 + 1  

 .  صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ×,𝐹  :  خلاصح

∎ 2 

,𝑀 𝑎ُزٌٖ   0   ٝ  𝑀 𝑏,   𝐺  ٓظلٞكز٤ٖ ٖٓ  0

𝑎ُذ٣٘ب   ≠   ارٕ  0
𝑏

𝑎
≠ 0 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑀  

𝑏

𝑎
, 0  𝜖 𝐺   

   . ×,𝐹   صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ×,𝐺 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

 3 أ ∎

 ب 3 ∎

,𝑀 𝑎ُزٌٖ   𝑏   ٝ  𝑀 𝑐, 𝑑  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤  𝐹  

,𝐸   ٗؾٞ   ×,𝐹  رشبًَ ٖٓ  𝜑ارٕ  ⊥ .   

 ٌٖ٤ُ 𝑎, 𝑏  ٖٓ ػ٘ظشا 𝐸.  

  M2 (×, ℝ        )      عضء ٓغزوش 𝐹ٖٓارٕ 

  M2 (×, ℝ        )      عضء ٓغزوش 𝐹ُٖٓذ٣٘ب 

  𝑀 𝑎, 𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑  ×  𝑀 𝑒, 𝑓 =  𝑀 𝑎, 𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 ×  𝑀 𝑒, 𝑓   

⟺     𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑥′ , 𝑦′ = 𝑀 𝑥′ , 𝑦′ × 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝐼 

⟺     𝑀  𝑥𝑥′ , 𝑥𝑦′ +
𝑦

𝑥′
 = 𝑀 1,0  

⟺     
𝑥′ =

1

𝑥
 𝜖 ℝ∗

𝑦′ = −𝑦 𝜖 ℝ

  

     
𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑦, 𝑥 = 𝑀 𝑥𝑦 , 𝑥2 + 1 

𝑀 𝑦, 𝑥 × 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑀 𝑥𝑦, 𝑦2 + 1 
  ٝ 

 1,1 ⊥  2,3 =  2  ;   3 +
1

2
 =  2 ; 

7

2
  

 2,3 ⊥  1,1 =  2  ;   2 +
3

1
 =  2 , 5  

⟺    𝑥, 𝑦 =  𝑎, 𝑏  

𝑀 1,0 = 𝐼 

𝑀  رٔزِي ٓظلٞكخ ٓٔبصِخ            ارٕ ًَ ٓظلٞكخ    
1

𝑥
; −𝑦  ثبُ٘غجخ  

  .𝐹ُِؼشة ك٢ 

𝑀 𝑥, 𝑦  

  𝑀 1,0   ػ٠ِ الأهَ             لأٜٗب رؼْ اُؼ٘ظش  𝐹 عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ 𝐺ُذ٣٘ب 

𝜑 𝑀 𝑥, 𝑦  =  𝑎, 𝑏    ٍٜٞاُزب٤ُخ          ٗش٣ذ ؽَ أُؼبدُخ راد أُغ   : 𝑀 𝑥, 𝑦  

,𝑀 𝑥:             ُذ٣٘ب  𝑦 × 𝑀 𝑎, 𝑏 =  
𝑥 𝑦

0
1

𝑥

 ×  
𝑎 𝑏

0
1

𝑎

   

=  
𝑥𝑎 𝑥𝑏 +

𝑦

𝑎

0
1

𝑥𝑎

  

= 𝑀  𝑥𝑎 ;  𝑥𝑏 +
𝑦

𝑎
  

  𝑀 𝑎, 𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑  ×  𝑀 𝑒, 𝑓 =  𝑀  𝑎𝑐 , 𝑎𝑑 +
𝑏

𝑐
 ×  𝑀 𝑒, 𝑓  

=  𝑀  𝑒𝑎𝑐 , 𝑎𝑐𝑓 +
𝑎𝑑

𝑒
+

𝑏

𝑐𝑒
  

 𝑀 𝑎, 𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 ×  𝑀 𝑒, 𝑓  =  𝑀 𝑎 , 𝑏 ×  𝑀  𝑐𝑒, 𝑐𝑓 +
𝑑

𝑒
  

=  𝑀  𝑒𝑎𝑐 , 𝑎𝑐𝑓 +
𝑎𝑑

𝑒
+

𝑏

𝑐𝑒
  

⟺    ∀ 𝑀 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐹   ;    𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑒1; 𝑒2 

= 𝑀 𝑒1; 𝑒2 × 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 𝑎, 𝑏  

⟺     𝑀  𝑎𝑒1 ; 𝑎𝑒2 +
𝑏

𝑒1
 = 𝑀 𝑎, 𝑏  

⟺     

𝑎𝑒1 = 𝑎         

𝑎𝑒2 +
𝑏

𝑒1
= 𝑏

  

⟺     
𝑒1 = 1 𝜖 ℝ∗

𝑒2 = 0 𝜖 ℝ 
  

= 𝜑 𝑀 𝑐, 𝑑  ⊥ 𝜑 𝑀 𝑎, 𝑏   

,𝜑 𝑀 𝑐:         ُذ٣٘ب  𝑑 × 𝑀 𝑎, 𝑏  = 𝜑  𝑀  𝑎𝑐 ; 𝑏𝑐 +
𝑑

𝑎
    

=  𝑎𝑐 ; 𝑏𝑐 +
𝑑

𝑎
  

=  𝑐, 𝑑 ⊥  𝑎, 𝑏  

,𝑀 𝑏:       ُذ٣٘ب  0 ×  𝑀 𝑎, 0  
′

= 𝑀 𝑏, 0 × 𝑀  
1

𝑎
, 0   

= 𝑀  
𝑏

𝑎
 ;  0  
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 ٚ٘ٓ ٝ    :∀ 𝑎, 𝑏 𝜖𝐸 , ∃! 𝑀 𝑥, 𝑦 𝜖𝐹  ;   𝜑 𝑀 𝑥, 𝑦  =  𝑎, 𝑏   

 .ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح

   𝑀 1,0  صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ أُظلٞكخ   ×,𝐹  :  تما أن

,𝑀 𝑥ٝ ًَ ٓظلٞكخ   𝑦   روجَ ٓٔبصِخ  𝑀  
1

𝑥
, −𝑦  ك٢ ×  ثبُ٘غجخ ُـ 𝐹.  

,𝐸  :  فئن     𝜑 𝑀 1,0  صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ اُضٝط   ⊥

,𝑥 ٝ ًَ صٝط   𝑦   ٣وجَ ٓٔبصلا  𝜑  𝑀  
1

𝑥
, −𝑦  .   

 :          ٝ ُذ٣٘ب 
𝜑 𝑀 1,0  =  1,0              

𝜑  𝑀  
1

𝑥
, −𝑦  =  

1

𝑥
, −𝑦 

   

𝑚:  ٗؼغ  = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ٖٓ ٗ٘طِن ٝ    :𝑧1𝑧2 = 1   

∎ 1  𝐈  ب 

∎ 1  𝐈  ج 

 .ك٢ ٛزا اُغئاٍ ٣غت ػجؾ ع٤ٔغ هٞاػذ اُظ٤ؾ أُضِض٤خ 

𝑧1:     ٗؼغ  = 𝑟𝑒𝑖𝜑  

 : ثؾ٤ش 𝜃 ثذلاُخ 𝑟 ٝ 𝜑ارٕ ٛذك٘ب ٛٞ ا٣غبد أُغ٤ُٜٖٞ 

𝑟 :         ُذ٣٘ب  cos 𝜑 2 +  𝑟 sin 𝜑 2 = 𝑟2  

1 :        ارٕ  + sin 𝜃 2 + cos2 𝜃 = 𝑟2  

 : ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٖٓ اُ٘ظٔخ ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑟ٗؼٞع 

⟺    
𝑥 = 𝑎
𝑦 = 𝑏

  

𝑧1 =  1 − 𝑖𝑚          و           𝑧2 =  𝑚 − 𝑖  

⟺     1 − 𝑖𝑚  𝑚 − 𝑖 = 1 

⟺     𝑚 − 𝑖 − 𝑚2𝑖 − 𝑚 = 1 

⟺    𝑚2 = −1 + 𝑖 

⟺    𝑟2𝑒2𝑖𝜃 =  2  
− 2

2
+

 2

2
𝑖  

⟺    𝑟2𝑒2𝑖𝜃 =  2𝑒
3𝑖𝜋

4  

⟺     
𝑟2 =  2                                 

𝜃 =
3𝜋

8
+ 𝑘𝜋    ;    𝑘 𝜖  0,1 

  

⟺     
𝑟 =  2

4
                                 

𝜃 =
3𝜋

8
𝜃      أٝ       =

11𝜋

8

  

⟺     

 
  
 

  
 

𝑚1 =  2
4

   
1

2 2 + 4
+ 𝑖 

 2 + 2

4
 

𝑚2 =  2
4

  − 
1

2 2 + 4
− 𝑖 

 2 + 2

4
 

  

⟺     
𝑚1 =  2

4
 𝑒

3𝑖𝜋
8

𝑚2 =  2
4

 𝑒
11𝑖𝜋

8

  

 1 + sin 𝜃 − 𝑖 cos 𝜃 = 𝑟 cos 𝜑 + 𝑖 sin 𝜑 

⟺      
𝑟 cos 𝜑 = 1 + sin 𝜃
𝑟 sin 𝜑 = − cos 𝜃   

  

𝑟:             ارٕ  = 2 sin  
𝜋

4
+

𝜃

2
   

,𝑀 𝑥         ارٕ أُؼبدُخ روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ٝ ٛٞ   𝑦  

,𝐸   ٗؾٞ   ×,𝐹  روبثَ ٖٓ  𝜑: ٝ ثبُزب٢ُ  ⊥    

,𝑬   وحى   ×,𝑭  تشاكم تقاتهً مه  𝝋: خلاصح  ⊥ .   

∆=  1 − 𝑖 2 𝑚 + 1 2 + 4𝑖 𝑚2 + 1  

= −2𝑖 𝑚2 + 2𝑚 + 1 + 4𝑖𝑚2 + 4𝑖 

= 2𝑖𝑚2 − 4𝑖𝑚 + 2𝑖 

= 2𝑖 𝑚2 − 2𝑚 + 1  

=  1 + 𝑖 2 𝑚 − 1 2 

 ( ن 4,0 ):   التمرين الثاني 

  𝐈  أ 1 ∎

sin 𝜑 =
− cos 𝜃

2 sin  
𝜋
4 +

𝜃
2 

 

  =
cos 𝜋 − 𝜃 

2 sin  
𝜋
4 +

𝜃
2 

 

  =
sin  

−𝜋
2 + 𝜃 

2 sin  
𝜋
4 +

𝜃
2 

 

  =
− sin  

𝜋
2 − 𝜃 

2 sin  
𝜋
4 +

𝜃
2 

 

 ٚ٘ٓ ٝ        :𝑟2 = 2 1 + sin 𝜃 = 2  sin
𝜋

2
+ sin 𝜃   

= 2  2 sin  
𝜋

4
+

𝜃

2
 cos  

𝜋

4
−

𝜃

2
   

= 4 sin  
𝜋

4
+

𝜃

2
 sin  

𝜋

4
+

𝜃

2
  

= 4 sin2  
𝜋

4
+

𝜃

2
  

∎  𝐈  2 

𝑧1                      :      ُذ٣٘ب  = 1 − 𝑖𝑚  

= 1 − 𝑖𝑒𝑖𝜃  

= 1 − 𝑖 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃  

=  1 + sin 𝜃 − 𝑖 cos 𝜃 
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𝑧2:      ث٘لظ اُطش٣وخ ٗؼغ  = 𝑟𝑒𝑖𝜑  

𝑟 :            ُذ٣٘ب  cos 𝜑 2 +  𝑟 sin 𝜑 2 = 𝑟2  

 : ثؾ٤ش 𝜃 ثذلاُخ 𝑟 ٝ 𝜑ٛذك٘ب ٛٞ اُجؾش ػٖ 

cos :           ارٕ  𝜃 2 +  sin 𝜃 − 1 2 = 𝑟2   

 ٚ٘ٓ ٝ           :𝑟2 = 2 1 − sin 𝜃   

 :ٗؼِْ ؽغت اُغضء الأٍٝ ٖٓ ٛزا اُغئاٍ إٔ 

𝑟2:           أ١   = 2 1 + sin −𝜃    

 لإٔ ٓؼ٤بس ػذد ػوذ١ 𝑟ُوذ رْ اخز٤بس اُو٤ٔخ أُٞعجخ ُـ  : ملاحظح

 .٣ٌٕٞ دائٔب ػذدا ٓٞعجب

 : ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ٖٓ اُ٘ظٔخ ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑟ٗؼٞع 

∎ 1  𝐈𝐈  

𝑚:   ٗؼغ  = 𝑥 + 𝑖𝑦  

𝑦 رشٌَ ٓغزو٤ٔب ٓؼبدُزٚ   𝑀ارٕ ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ  = 𝑥 − 1.  

∎  𝐈𝐈  2 أ 

′𝑧ٗ٘طِن ٖٓ      = 1 − 𝑖𝑧  

 :ٗش٣ذ ًزبثخ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ػ٠ِ شٌَ 

e𝑖𝜃 :          ُذ٣٘ب  = −𝑖
−ωe𝑖𝜃 + ω = 1

   

𝜑:            ارٕ  ≡  
−𝜋

4
+

𝜃

2
  𝑘𝜋   

𝑧1:        ٝ ثبُزب٢ُ  =  2 sin  
𝜋

4
+

𝜃

2
  𝑒

𝑖 
−𝜋

4
+

𝜃

2
 

  

𝑧2 = 𝑚 − 𝑖 = 𝑒𝑖𝜃 − 𝑖 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 − 1  

𝑟 cos 𝜑 + 𝑖 𝑟 sin 𝜑 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 − 1  

⟺    
cos 𝜃 = 𝑟 cos 𝜑       
sin 𝜃 − 1 = 𝑟 sin 𝜑

  

2 1 + sin 𝜃 = 4 sin2  
𝜋

4
+

𝜃

2
  

1 2 :      ارٕ  + sin −𝜃  = 4 sin2  
𝜋

4
−

𝜃

2
  

𝑟2 :٣ؼ٢٘  = 4 sin2  
𝜋

4
−

𝜃

2
  

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑟 = 2 sin  
𝜋

4
−

𝜃

2
  

𝑧2 :      ٝ ثبُزب٢ُ  = 2 sin  
𝜋

4
−

𝜃

2
 𝑒

𝑖 
−𝜋
4

+
𝜃
2
 
 

𝑧′ = 𝑒𝑖𝜃  𝑧 − 𝜔 + 𝜔  ثؾ٤شω ػذد ػوذ١ . 

𝜑:     ارٕ  ≡  
−𝜋

4
+

𝜃

2
  𝑘𝜋   

cos 𝜑 =
cos 𝜃

2 sin  
𝜋
4 −

𝜃
2 

 

=
−2 sin  

𝜋
4 −

𝜃
2 cos  

𝜋
4 −

𝜃
2 

2 sin  
𝜋
4

+
𝜃
2
 

 

= − cos  
𝜋

4
+

𝜃

2
 = sin  

−𝜋

4
+

𝜃

2
  

=
−2 cos  

𝜋
4 +

𝜃
2 sin  

𝜋
4 +

𝜃
2 

2 sin  
𝜋
4

+
𝜃
2
 

 

⟺      cos 𝜑 =
−cos 𝜋 − 𝜃 

2 sin  
𝜋
4

−
𝜃
2
 
 

⟺      cos 𝜑 =
−sin  

−𝜋
2

+ 𝜃 

2 sin  
𝜋
4

−
𝜃
2
 

 

⟺      cos 𝜑 =
−2sin  

−𝜋
4 +

𝜃
2 cos  

−𝜋
4 +

𝜃
2 

2 sin  
𝜋
4

−
𝜃
2
 

 

⟺      cos 𝜑 =
2sin  

𝜋
4

−
𝜃
2
 cos  

−𝜋
4

+
𝜃
2
 

2 sin  
𝜋
4 −

𝜃
2 

 

⟺      cos 𝜑 = cos  
−𝜋

4
+

𝜃

2
  

 𝑀 ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2 ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ . ⟺      𝑀 𝜖  𝑀1𝑀2  

⟺     
𝑧1 − 𝑚

𝑧2 − 𝑚
 𝜖 ℝ 

⟺     
1 − 𝑖𝑚 − 𝑚

𝑚 − 𝑖 − 𝑚
 𝜖 ℝ 

⟺      𝑖 + 𝑚 − 𝑖𝑚 𝜖 ℝ 

⟺       𝑥 + 𝑦 + 𝑖 𝑦 − 𝑥 + 1   𝜖  ℝ 

⟺      𝑦 − 𝑥 + 1 = 0 

⟺      𝑦 = 𝑥 − 1 
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          :     ارٕ 
𝜃 =

−𝜋

2

𝜔 =
1

2
−

1

2
𝑖
   

Ω ػجبسح ػٖ دٝسإ ٓشًضٙ اُ٘وطخ  𝑅ارٕ اُزؾ٣َٞ   
1

2
−

𝑖

2
  ٝ صا٣ٝزٚ   

−𝜋

2
   

∎  𝐈𝐈  2 ب 

= ℑ𝑚 𝑚:    ٗؼغ  𝑦     ٝ    ℜ𝑒 𝑚 = 𝑥       ٝ 𝑚 = 𝑥 + 𝑖𝑦     

∎  𝐈𝐈  2 ج 

  ٓزذاٝسحΩ ٝ 𝑀 ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2ٗ٘طِن ٖٓ ًٕٞ اُ٘وؾ 

 ٓزذاٝسح Ω ٝ 𝑀 ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2 اُز٢ ٖٓ أعِٜب 𝑀ارٕ ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ 

َُ أُغزو٤ْ  ٌِّ ∶ Δ :            اُز١ ٓؼبدُزٚ  Δ رشَُ 𝑦 = −𝑥 + 1  

 ( ن 3,3 ):   التمرين الثالث 

 أ 1 ∎

2:   ُذ٣٘ب  ≡ 0 2    ٝ   3 ≡ 1 2     

2𝑛:   ارٕ  ≡ 0 2     ٝ   3𝑛 ≡ 1 2    

2𝑛 :   ٗؾظَ ػ٠ِ  4  ٝ  1 ٝ ٖٓ  − 1 + 3𝑛 1 + 2𝑛 ≡ 2 2    

2𝑛 :    ٣ؼ٢٘  − 1 + 3𝑛 1 + 2𝑛 ≡ 2:       لإٔ  2 0 ≡ 0 2     

 ب 1 ∎

𝑎𝑛:         ُذ٣٘ب  = 2𝑛 + 3𝑛 + 3𝑛2𝑛 − 1  

𝑎𝑛:       ٣ؼ٢٘  = 2𝑛 3𝑛 + 1  +  3𝑛 − 1  

3:   ٗؼِْ إٔ  ≡ 3𝑛:       ارٕ  3 0 ≡ 0 3    

2𝑛 3𝑛:  ٗؾظَ ػ٠ِ  6  ٝ  5 ٖٓ  + 1 +  3𝑛 − 1 ≡ 2𝑛 − 1 3   

2:    ٝ ُذ٣٘ب ك٢ الأخ٤ش  ≡ 2𝑛:         ارٕ  3 1− ≡  −1 𝑛  3      

𝑎𝑛:        ٗغز٘زظ إٔ  8  ٝ  7 ٖٓ أُزٞاكوز٤ٖ  ≡  −1 𝑛 − 1 3   

2𝑘 1− :     ػذد صٝع٢ ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑛ٖٓ أعَ  − 1 = 0   

2𝑘+1 1− :        ػذد كشد١ ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑛: ٖٓ أعَ  − 1 = −2  

 :  ٓشر٤ٖ ٗؾظَ ػ٠ِ  𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡 ثزطج٤ن ٓجشٛ٘خ  

 : ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  2  ٝ  1 ٗؼشة أُزٞاكوز٤ٖ 

∎  𝐈𝐈  2 أ 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑧′ = 𝑒
−𝜋𝑖

2  𝑧 −
1

2
+

𝑖

2
 +  

1

2
−

𝑖

2
  

 .رخ٢ِ٤ طشف 
𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
 ⟺     

𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
 

            
= −  

𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
  

⟺   
𝑚 + 𝑖 − 1 − 𝑖𝑚 

𝑖
=

𝑚 − 𝑖 − 1 + 𝑖𝑚

𝑖
 

⟺     𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑖 − 1 − 𝑖 𝑥 − 𝑖𝑦 =  𝑥 + 𝑖𝑦 − 𝑖 − 1 + 𝑖 𝑥 + 𝑖𝑦  

⟺  −2𝑖𝑥 + 2𝑖 − 2𝑖𝑦 = 0 

⟺   𝑥 + 𝑦 = 1 

⟺   ℜ𝑒 𝑚 + ℑ𝑚 𝑚 + 1 

⟺   𝑎𝑟𝑔  
𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
 ≡ 𝑎𝑟𝑔  

𝑧2 − 𝑧Ω

𝑧1 − 𝑧𝛺
  𝜋  

  : ٝ ُذ٣٘ب 
𝑧2 − 𝑧Ω

𝑧1 − 𝑧𝛺
 =

−𝑖 1
2
− 𝑖

2
− 𝑚 

 1
2
− 𝑖

2
− 𝑚 

= −𝑖 

 .ػذد رخ٢ِ٤ طشف:                 ارٕ 
𝑧2 − 𝑧𝛺

𝑧1 − 𝑧𝛺
 

 .ػذد رخ٢ِ٤ طشف ًزُي:                 ٝ ٓ٘ٚ 
𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
 

⟺   ℜ𝑒 𝑚 + ℑ𝑚 𝑚 = 1 

⟺   𝑦 = −𝑥 + 1 

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑎𝑛 ≡ −2 3   

𝑎𝑛:         أ١  ≡ 0 3   

ٝ 

 
    𝑝  أولً
𝑝 ∧ 2 = 1

       ⟹       2𝑝−1 ≡ 1 𝑝  

 
    𝑝  أولً
𝑝 ∧ 3 = 1

       ⟹       3𝑝−1 ≡ 1 𝑝   2  

 1  

3𝑝−1 ∙ 2𝑝−1 ≡ 1 𝑝  

6𝑝−1:        ٣ؼ٢٘  ≡ 1 𝑝    ٚ٘ٓ ٝ  :       
2𝑛 − 1 ≡ 1 2 

2𝑛 + 1 ≡ 1 2 
              ٝ 3𝑛 ≡ 1 2     

 2  

 1  
 3  

3𝑛 1        :    ٗؾظَ ػ٠ِ  2  ٝ  3 ٖٓ  + 2𝑛 ≡ 1 2     4  

  .𝑛 ػذد صٝع٢ ٤ًلٔب ًبٕ اُؼذد اُظؾ٤ؼ اُطج٤ؼ٢ 𝑎𝑛: ٝ ثبُزب٢ُ 

 ٚ٘ٓ ٝ  :       3𝑛 − 1 ≡ −1 3        ٝ        3𝑛 + 1 ≡ 1 3       6   5  

𝑎𝑛:       ٣ؼ٢٘  ≡  2𝑛 − 1  3    7  

2𝑛 :         أ١  − 1 ≡   −1 𝑛 − 1  3    8  

𝑎𝑛 :ُذ٣٘ب  = 2𝑛 + 3𝑛 + 6𝑛 − 1 

=  2𝑛 − 1 + 3𝑛 1 + 2𝑛  

 ٚ٘ٓ ٝ           :𝑎𝑛 ≡ 0 2   
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∎  𝐈𝐈  2 ب 

 : ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  4  ٝ  3  ٝ  2  ٝ  1 ٗغٔغ أُزٞاكوبد 

6:     ا٠ُ عذاء ػٞآَ أ٤ُٝخ ٗغذ 6ٗلٌَُي اُؼذد  = 21 × 31  

∎  𝐈𝐈  2 ج 

 ٌٖ٤ُ𝑞 ػذدا أ٤ُٝب . 

  :𝑞ٗلظَ ك٢ ٛزا اُغئاٍ ث٤ٖ صلاس ؽبلاد ُِؼذد 

𝒒إرا كان  : انحانح الأونى  = 𝟐  

𝒒إرا كان  : انحانح انثاوٍح  = 𝟑  

𝒒إرا كان  : انحانح انثانثح  > 3  

𝑥:   ٗؼغ  = 𝑡𝑛 ٕار        :ln 𝑥 = 𝑛 ln 𝑡   

 ٚ٘ٓ ٝ        :𝑡 = 𝑒
 

ln 𝑥

𝑛
 

  

 . داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ ٤ٔ٣ٖ اُظلش𝑓𝑛ارٕ 

 أ 2 ∎

 ( ن 3,3 ):   التمرين الرابع  الجزء الأول

 1 أ ∎

 ب 1 ∎

 . ؿ٤ش هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝑓𝑛ارٕ 

 ج 1 ∎

= 𝑓1 𝑥:          ُذ٣٘ب  𝑥 1 − ln 𝑥   

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑓1
  1 ر٘ؼذّ ك٢ اُؼذد ′

𝑥:     ارا ًبٕ  > 𝑓1:          كبٕ 1
′ 𝑥 < 0    

2𝑝−1:    ُذ٣٘ب  ≡ 1 𝑝  ٕ3:        ار ∙ 2𝑝−1 ≡ 3 𝑝      1  

3𝑝−1:     ٝ ُذ٣٘ب  ≡ 1 𝑝  ٕ2:         ار ∙ 3𝑝−1 ≡ 2 𝑝        2  

6𝑝−1:    ٝ ُذ٣٘ب  ≡ 1 𝑝  ٕ6:           ار ∙ 6𝑝−2 ≡ 1 𝑝       3  

6−:        ٝ ُذ٣٘ب  ≡ −6 𝑝           4  

3 ∙ 2𝑝−1 + 2 ∙ 3𝑝−1 + 6 ∙ 6𝑝−2 − 6 ≡ 0 𝑝  

⟺       6 ∙ 2𝑝−2 + 6 ∙ 3𝑝−2 + 6 ∙ 6𝑝−2 − 6 ≡ 0 𝑝  

⟺       6 2𝑝−1 + 3𝑝−1 + 6𝑝−2 − 1 ≡ 0 𝑝  

⟺       6 𝑎𝑝−2 ≡ 0 𝑝  

6:     ارٕ 3 ػذد أ٢ُٝ أًجش ٖٓ 𝑝ٝ ُذ٣٘ب  ∧ 𝑝 = 1   6  

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠      : 𝑝  ٗغز٘زظ ؽغت  6  ٝ  5 ٖٓ  ∕ 𝑎𝑝−2  

∶  ∗𝑛𝜖ℕ∀ :     كبٗٚ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ              2 ∕ 𝑎𝑛   1 أ 

∶  ∗𝑛𝜖ℕ∃ :        ارٕ    𝑎𝑛 ∧ 𝑞 = 𝑞  

∶  ∗𝑛𝜖ℕ∀ :     كبٗٚ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ              3 ∕ 𝑎𝑛   1 ب 

∶  ∗𝑛𝜖ℕ∃ :        ارٕ    𝑎𝑛 ∧ 𝑞 = 𝑞  

𝑞∀ :       سأ٣٘ب ك٢ اُغئاٍ          إٔ  > 3   ;   𝑞 ∕ 𝑎𝑞−2   2 ب 

∶  ∗𝑛𝜖ℕ∃ :        ارٕ    𝑎𝑛 ∧ 𝑞 = 𝑞  

 : ٗغز٘زظ ٖٓ ٛزٙ اُؾبلاد اُضلاس إٔ  :خلاصح 

 ∀𝑞𝜖ℙ  ,  ∃𝑛𝜖ℕ∗   ∶    𝑎𝑛 ∧ 𝑞 = 𝑞 

lim
𝑥→0+

 
𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓𝑛 0 

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+
 1 − ln 𝑥 𝑛 = +∞ ∉  ℝ 

lim
𝑥→+∞

 
𝑓2 𝑥 

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 1 − ln 𝑥 2 = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓2 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 1 − ln 𝑥 2 = +∞ 

lim
𝑥→+∞

 
𝑓1 𝑥 

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 1 − ln 𝑥 = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓1 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 1 − ln 𝑥 = −∞ 

𝑥:     ارا ًبٕ  < 𝑓1:          كبٕ 1
′ 𝑥 > 0    

⟺    𝑝 ∕ 6 𝑎𝑝−2   5  

lim : ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑓𝑛 𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛  

= lim
𝑡→0+

𝑡𝑛 1 − 𝑛 ln 𝑡 𝑛  

= lim
𝑡→0+

 𝑡 − 𝑛𝑡 ln 𝑡    
𝑛

= 0 = 𝑓𝑛 0  

0 0 

𝑓1:          ارٕ 
′ 𝑥 =  𝑥 − 𝑥𝑙𝑛 𝑥 ′  

= 1 −  ln 𝑥 + 1  

= − ln 𝑥 
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 ب 2 ∎

𝑓2: ٗلاؽع إٔ 
 ر٘ؼذّ ك٢ ′

1

𝑒
 ٝ 𝑒.  

 3 أ ∎

 ب 3 ∎

 الجزء الثاني
 1 أ ∎

 : ثؾ٤ش 𝜓ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ 

;∞−  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝐹: ارٕ  0 .   

𝑥   ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح  𝐹′ 𝑥كبٕ اشبسح   − 1   

𝑥:      ٝ ُذ٣٘ب  < 1  ⟸   𝑥 < 0   

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑥 − 1 < 0  

> 𝐹′ 𝑥:    ٝ ثبُزب٢ُ  ;∞−  داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ  𝐹:     ٣ؼ٢٘ 0 0   

. 

𝑒 𝑥 
1

𝑒
 0 +∞ 

0 

0 

𝑓2
′ 𝑥  

+ 

−1 − ln 𝑥 

0 

− 1 − ln 𝑥 

𝑓2 

+ 

+ 

+ − 

− − 

+ 

0 

0 

4

𝑒
 +∞ 

0 

𝑥 1 +∞ 0 

0 

𝑥 1 − ln 𝑥 ln 𝑥 

− 

 1 − ln 𝑥  

ln 𝑥 

𝑒 

+ 

− + 

+ 

+ + 

− 

− 0 

0 

0 

;𝑒 ٝ           ٣ٞعذ أعلَ         ػ٠ِ أُغب٤ُٖ   +∞    ٝ   0; 1 .   1 C          2 C          

;1    ػ٠ِ أُغبٍ          ٣ٞعذ كٞم        ارٕ       𝑒 .   1 C          2 C          

𝓞 𝟏 

𝟏 

𝐞 𝟏

𝐞
 

2 C          

1 C          

𝟒

𝐞
 

1 𝑥 

1 

0 +∞ 

−∞ 0 

𝑓1 

+ 𝑓1
′ 𝑥  0 − 

𝑒 

− 

0 

,0                ٓزظِخ ػ٠ِ           ُذ٣٘ب اُذاُخ         +∞   𝑥  →   
𝑓1 𝑥 

1 + 𝑥2
 

𝑥∀  :ُذ٣٘ب  < 0   ;  𝐹′ 𝑥 =
 𝑥 − 1 𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
 

𝑥∀  :ٝ ثٔب إٔ  < 0   ;  
𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
> 0 

 𝑓1 : ًٔب ٢ِ٣     ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

− 𝑓1 𝑥                       :    ُذ٣٘ب  𝑓2 𝑥    

= 𝑥 1 − ln 𝑥 − 𝑥 1 − ln 𝑥 2 

= 𝑥 1 − ln 𝑥  ln 𝑥  

𝑓2
′ 𝑥 =  𝑥 1 − ln 𝑥 2 ′  

=  1 − ln 𝑥 2 −
2𝑥

𝑥
 1 − ln 𝑥  

=  1 − ln 𝑥 2 − 2 1 − ln 𝑥  

=  1 − ln 𝑥  1 − ln 𝑥 − 2  

=  1 − ln 𝑥  −1 − ln 𝑥  

 ب 1 ∎

= 𝐹′ 𝑥:         ٝ ُذ٣٘ب   𝜓 1  
′
−  𝜓 𝑒𝑥  

′
  

= 0 − 𝑒𝑥𝜓′ 𝑒𝑥  

=
−𝑒𝑥𝑓1 𝑒𝑥 

1 + 𝑒2𝑥
 

=
 𝑥 − 1 𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
 

ٝ 𝐹 𝑥 = 𝜓 1 − 𝜓 𝑒𝑥  𝜓′ 𝑥 =
𝑓1 𝑥 

 1 + 𝑥2 
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 2 أ ∎

𝑒𝑥:       ٣ؼ٢٘  < 𝑡 < 1   

 ٚ٘ٓ ٝ        :1 + 𝑒2𝑥 < 1 + 𝑡2 < 2   

 ب 2 ∎

 ج 2 ∎

∎ 3 

 الجزء الثالث

 1 أ ∎

   ٌٖ٤ُ1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑒   ٝ   𝑛 ≥ 1   

0:  ارٕ  ≤ ln 𝑥 ≤ 1 ٚ٘ٓ ٝ       : 1 − ln 𝑥 ≥ 0   

𝑥 1:     أ١  − ln 𝑥 𝑛 ≥ ∫:           ٝ ثبُزب٢ُ 0 𝑓𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝑒

1
≥ 0   

𝑢𝑛:    أ١  ≥ 0   

 ب 1 ∎

1:    ٝ ثٔب إٔ  ≤ 𝑥 ≤ 𝑒 ٕ1 :       كب − ln 𝑥 ≥ 0   ٝ   − ln 𝑥 ≤ 0  

 ج 1 ∎

,𝑥 𝜖  1 ∀:           ثٔب إٔ  𝑒   ;   𝑓𝑛+1 𝑥 ≤ 𝑓𝑛 𝑥   

∫:         كبٕ  𝑓𝑛+1 𝑥 
𝑒

1
𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓𝑛 𝑥 

𝑒

1
𝑑𝑥  

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛  

 د 1 ∎

𝑢𝑛+1:   ُذ٣٘ب  ≤ 𝑢𝑛 ٕار     : 𝑢𝑛 𝑛≥1 ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ  . 

𝑛∀ :    ٝ ُذ٣٘ب  ≥ 1   ;  𝑢𝑛 ≥  0 ٓظـٞسح ثـ 𝑢𝑛 𝑛≥1 :    ارٕ 0

 . ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ𝑢𝑛 𝑛≥1 : ٝ ثبُزب٢ُ 

 2 أ ∎

⟺    
1

2
<

1

1 + 𝑡2
<

1

1 + 𝑒2𝑥
 

⟺    
1

2
𝑓1 𝑡 <

𝑓1 𝑡 

1 + 𝑡2
<

𝑓1 𝑡 

1 + 𝑒2𝑥
 

⟺    
1

2
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 <   

𝑓1 𝑡 

1 + 𝑡2 
1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 <   

𝑓1 𝑡 

1 + 𝑒2𝑥 
1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 

⟺    
1

2
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 < 𝐹(𝑥) <

1

 1 + 𝑒2𝑥 
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡  ∗  

;0    ػ٠ِ 𝑓1                 داُخ أط٤ِخ ُِذاُخ           ارٕ اُذاُخ           +∞ .  𝑥 →  𝑥2  
3

4
−

ln 𝑥

2
  

lim ٝ :ثٔب إٔ 
𝑥⟶−∞

𝑒2𝑥 = 0+ = 0 lim
𝑥⟶−∞

𝑥𝑒2𝑥 = 0− = 0 

lim : كبٕ 
𝑥⟶−∞

 𝑓1 𝑡 
1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 = lim

𝑥⟶−∞
 

3

4
−

3𝑒2𝑥

4
+

𝑥𝑒2𝑥

2
 =

3

4
 

 : ُذ٣٘ب 
1

2
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 < 𝐹(𝑥) <

1

 1 + 𝑒2𝑥 
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

 
1

2
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 < 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝐹(𝑥) < 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
 

1

 1 + 𝑒2𝑥 
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡  

⟺     
3

8
< 𝑙 <

3

4
 

=
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
𝑢𝑛  

𝑛∀  :ٝ ثبُزب٢ُ  ≥ 1   ;   𝑢𝑛+1 =
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
𝑢𝑛  

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑓𝑛+1 𝑥 − 𝑓𝑛 𝑥 ≤ ≥ 𝑓𝑛+1 𝑥:        أ١ 0 𝑓𝑛 𝑥     

 𝑓1 𝑡  :ُذ٣٘ب 
1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 =  𝑥2  

3

4
−

ln 𝑥

2
  

𝑒𝑥

1

 

=
3

4
− 𝑒2𝑥  

3

4
−

𝑥

2
  

=
3

4
−

3𝑒2𝑥

4
+

𝑥𝑒2𝑥

2
 

𝑥2  : ُذ٣٘ب   
3

4
−

ln 𝑥

2
  

′

= 2𝑥  
3

4
−

ln 𝑥

2
 + 𝑥2  

−1

2𝑥
  

=
3𝑥

2
− 𝑥 ln 𝑥 −

𝑥

2
 

= 𝑥 1 − ln 𝑥 1 

= 𝑓1 𝑥  

=  
𝑥2

2
 1 − ln 𝑥 𝑛+1 

1

𝑒

−
 𝑛 + 1 

2
 𝑥2  

−1

𝑥
  1 − ln 𝑥 𝑛

𝑒

1

𝑑𝑥 

=
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
 𝑥 1 − 𝑙𝑛 𝑥 𝑛

𝑒

1

𝑑𝑥 

𝑢𝑛+1 :   ُذ٣٘ب  =  𝑓𝑛+1 𝑥 
𝑒

1

𝑑𝑥 =  𝑥 
𝑢′

 1 − ln 𝑥 𝑛+1         
𝑣

𝑒

1

𝑑𝑥 

− 𝑓𝑛+1 𝑥                       :   ُذ٣٘ب  𝑓𝑛 𝑥   

= 𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛+1 − 𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛  

= 𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛 − ln 𝑥  
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 ب 2 ∎
ُٓؼَشف ثٔب ٢ِ٣ 𝒮اُؾ٤ض   : اُز١ ؽِت ٓ٘ب ؽغبة ٓغبؽزٚ 

 : ٝ ثبُزب٢ُ 

 𝑢𝑛𝑖𝑡é ٕ٢ٛ ٝؽذح أُؼِْ ٝ ثٔب أ    : 𝑖  =  𝑗  = 2𝑐𝑚    

𝑢𝑛𝑖𝑡é:    كبٕ  = 2𝑐𝑚  

 ٚ٘ٓ ٝ   : 𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 = 4𝑐𝑚2  

 3 أ ∎
0:     ُذ٣٘ب ؽغت ٓب عجن  ≤ 𝑢𝑛+1  

 ب 3 ∎

  : 3 ُذ٣٘ب ؽغت اُزؤؽ٤ش 

 4 أ ∎

   ٌٖ٤ُ𝑛 ≥ 1  

𝑛ثبُزشعغ ُذ٣٘ب ٖٓ أعَ   = 2  :  
2!

2
≥ 30  

𝑛:   ثٔب إٔ  ≥ 𝑛 :        كبٕ 2 + 1 ≥ 3   

 ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑛 + 1 3𝑛−2 ≥ 3 ∙ 3𝑛−2 ٣ؼ٢٘     : 𝑛 + 1 3𝑛−2 ≥ 3𝑛−1    

𝑢𝑛+1:        ٝ ُذ٣٘ب  =
−1

2
+

 𝑛+1 

2
𝑢𝑛 

𝑢1 =
−1

2
+

1

2
 
𝑒2

2
−

1

2
 =

𝑒2

4
−

3

4
 

𝑢0 :ارٕ  =  𝑥
𝑒

1

𝑑𝑥 =
𝑒2

2
−

1

2
 

𝑢2 =
−1

2
+

𝑒2

4
−

1

2
−

1

4
=

𝑒2

4
−

5

4
 

𝒮 =  𝑢1 − 𝑢2 =  
𝑒2

4
−

3

4
 −  

𝑒2

4
−

5

4
 =

1

2
 𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 

𝒮:       ٝ ثبُزب٢ُ  =
1

2
 𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 = 2 𝑐𝑚2  

0 :ارٕ  ≤
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
𝑢𝑛  

 ٚ٘ٓ ٝ: 
1

2
≤

 𝑛 + 1 

2
𝑢𝑛  

 :أ١ 
1

 𝑛 + 1 
≤ 𝑢𝑛   1  

𝑢𝑛+1 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ≤ 𝑢𝑛  

 :ارٕ 
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛  

 ∀𝑛 ≥ 2   ;   
1

𝑛 + 1
≤ 𝑢𝑛 ≤

1

𝑛 − 1
 

 :  ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 3  

 ∀𝑛 ≥ 2   ;   
1

𝑛 + 1
≤ 𝑢𝑛 ≤

1

𝑛 − 1
 

⟺      ∀𝑛 ≥ 2   ;   
𝑛

𝑛 + 1
≤ 𝑛𝑢𝑛 ≤

𝑛

𝑛 − 1
 

⟺       
−1

2
+

𝑛𝑢𝑛

2
+

𝑢𝑛

2
≤ 𝑢𝑛  

⟺       𝑢𝑛  
𝑛 + 1 − 2

2
 ≤

1

2
 

⟺       𝑢𝑛  
𝑛 − 1

2
 ≤

1

2
 

 2  ⟺    ∀𝑛 ≥ 2     𝑢𝑛 ≤
1

𝑛 − 1
 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑛∞

 
1

𝑛 + 1
 = lim

𝑛∞
 

1

𝑛 − 1
 = 0 

lim : ٗغز٘زظ  3 ارٕ ؽغت اُزؤؽ٤ش 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 0 

lim : ٝ ُذ٣٘ب 
𝑛∞

 
1

𝑛 + 1
𝑛

 = lim
𝑛∞

 
1

𝑛 − 1
𝑛

 = 1 

⟺      ∀𝑛 ≥ 2   ;   
1

1 + 1
𝑛

≤ 𝑛𝑢𝑛 ≤
1

1 − 1
𝑛

  4  

lim  : 4 ارٕ ؽغت اُزؤؽ٤ش 
𝑛∞

𝑛𝑢𝑛 = 1 

𝑛∀  :ٝ ثبُزب٢ُ  ≥ 1   ;   𝑑𝑛 =
𝑛!

2𝑛−1
𝑑1 

 ب 4 ∎

𝑛∀  :ُ٘جشٖٛ ػ٠ِ إٔ  ≥ 2   ;   
𝑛!

2
≥ 3𝑛−2 

𝑛∀       : ٗلزشع إٔ  ≥ 2   ;   
𝑛!

2
≥ 3𝑛−2 

 :ُذ٣٘ب 
 𝑛 + 1 !

2
=  𝑛 + 1 

𝑛!

2
≥  𝑛 + 1 3𝑛−2 

𝒮 =    𝑓2 𝑥 − 𝑓1 𝑥  
𝑒

1

𝑑𝑥  

=   𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 −  𝑓1 𝑥 
𝑒

1

𝑒

1

𝑑𝑥  

=  𝑢1 − 𝑢2  

𝑣𝑛                                :  ارٕ  − 𝑢𝑛  =
𝑛

2
 𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1   

=  
𝑛

2
  

𝑛 − 1

2
  𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2  

=  
𝑛

2
  

𝑛 − 1

2
  

𝑛 − 2

2
  𝑣𝑛−3 − 𝑢𝑛−3  

=  
𝑛

2
  

𝑛 − 1

2
  

𝑛 − 2

2
 ⋯  

2

2
  𝑣1 − 𝑢1  

⋮ ⋮ ⋮ 

𝑑𝑛                       :  ك٢ اُجذا٣خ ُذ٣٘ب  =  𝑣𝑛 − 𝑢𝑛    

=  
−1

2
+

𝑛

2
𝑣𝑛−1 +

1

2
−

𝑛

2
𝑢𝑛−1  

=
𝑛

2
 𝑣𝑛−1 + 𝑢𝑛−1  
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 : ثٔب إٔ 
3

2
 

𝑛−2
   ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب  اُؼذد أُٞعت 

3

  2
   1  الأًجش ٖٓ ٝ    

 د 4 ∎

𝑑𝑛:      ُذ٣٘ب  =  𝑣𝑛 − 𝑢𝑛    

 . ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ 𝑣𝑛 𝑛≥1 ٗلزشع إٔ 

 . ٓزوبسثخ 𝑢𝑛 𝑛≥2 ٝ ٗؼِْ إٔ أُززب٤ُخ 

  ٓزوبسثخ 𝑑𝑛 𝑛≥2 : ارٕ 

 . ٓزجبػذح𝑣𝑛 𝑛≥1 ٝ ثبُزب٢ُ ٖٓ ٛزا اُز٘بهغ ٗغز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ 

 :        ارٕ 
 𝑛 + 1 !

2
≥ 3 𝑛+1 −2 

𝑛∀  :      ٗ٘طِن ٖٓ اُؼلاهخ  ≥ 2   ;   
𝑛!

2
≥ 3𝑛−2 

lim :       كبٕ 
𝑛∞

 
3

2
 

𝑛−2

= +∞ 

 ٚ٘ٓ ٝ       : lim
𝑛∞

𝑑𝑛 = +∞ 

 ج 4 ∎

𝑛∀  :         ٝ ثبُزب٢ُ  ≥ 2   ;   
𝑛!

2
≥ 3𝑛−2 

⟺     𝑛! ≥ 3𝑛−2 ∙ 2 

⟺     𝑛! ≥
3𝑛−2 ∙ 2𝑛−1

2𝑛−2
 

⟺    
𝑛!

2𝑛−2
≥  

3

2
 

𝑛−2

 

⟺    𝑑𝑛 ≥  
3

2
 

𝑛−2

𝑑1 

𝑑𝑛   :            ٌُٖ ؽغت اُغئاٍ     →  ج 4  ∞+

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين




