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La durée de I'épreuve est de 4 heures.
L'épreuve comporte (5) pages numérotées de 1/5a 5/5
L'épreuve est composée de quatre exercices indépendants entre eux.
Le candidat doit traiter EXERCICE3 et EXERCICE4 et choisir de traiter
EXERCICE1 ou bien EXERCICE2.
Le candidat doit traiter au total trois (3) exercices :

EXERCICE1 qui concerne l'arithmétique (au

CROIX).....o e 3.5 points
- Lou bien

EXERCICE2 qui concerne les structures algébriques (au
ChOIX)...ceuieniinirnniancinnnnnnn.. 3.5 points

- EXERCICE3 qui concerne les nombres complexes
(obligatoire)...............cccccvernnnnne. 3.5 points

- EXERCICE4 qui concerne ['analyse
(obligatoire)..............ccccccevrrcvcrcnrcrrcereene.. 13 points

L'usage de la calculatrice est strictement interdit

Tu choisis de traiter EXERCICE! ou bien EXERCICEZ

Tu traites obligatoirement EXERCICES et EXERCICE4

EXERCICE1 :(3.5 points/au choix)
(Si tu choisis de traiter EXERCICE], il ne faut pas traiter EXERCICE2)
On considére dans ¢~ ¢ I'équation (D) : 7x3- 13y=5

1- Soit (x,y)I ¢ ¢ une solution de I'équation (D)
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0.5 a) Montrer que X et 13 sont premiers entre eux.
0.5 | b)En déduire que: x?° 1 [i3]
1 c) Montrer que : X°° 10 3]
0.5 | d)En déduire que : x?° 3 [i3]
1 2- Déduire des questions précédentes, que I'équation (D)n'admet pas de solution dans ¢ * ¢
EXERCICE2 : (3.5 points/au choix)
(Si tu choisis de traiter EXERCICE2, il ne faut pas traiter EXERCICE1)
On note par M, (i ) 'ensemble des matrices carrées d’ordre deux.
, e L@ 00
On rappelle que (MZ(; -+, ) est un anneau non commutatif unitaire d’unité | = =
0 1o
et que (; t ) est un groupe commutatif.
jad x0 . RO ¢
On considere le sous-ensemble E de M, (j ) défini par : E = iéo o xLj etyl; * {l
{0 3 b
0.5 | 1- a) Montrer que E est une partie stable de (M 2(1 ), )
0.5 b) Montrer que la multiplication n’est pas commutative dans E
§ e g
0.5 < < & x0 y yta x6 a 06
c) Vérifierque: (" xI j )"yl = = = = -
) ue: ( (y‘)0% 13 ;z&yﬁé@ﬁ
y & y &
0.5 | 2- Montrer que (E, ) est un groupe non commutatif.
i X- l_ *gl
3- On considere le sous-ensemble F de E définipar:F=iM (X):éO = /X P
i 570 %
0.5 , H : i A nyf . F - —
a) Montrer que I'application j définie par : ( X1 ) ; § (X)=M(x) estun
homomorphisme de (; o ) vers (E; ).
1 b) En déduire que (F , ) est un groupe commutatif dont on précisera I'élément neutre.
EXERCICE3 :(3.5 points/obligatoire)
Soit M un nombre complexe non nul.
Premiére partie :
On considére dans £ I'équation d’inconnuez, (E) : 23- 2mz% + 2m?z- m®=0
0.5

1- Résoudre dans £ I'équation (E) ( On remarque quem est une solution de I'équation (E) )




3] ns2s gy'aydt_ 2020 @;wy‘sym - x.wnseu*n}m bl pladiay)
5 (o 0 A 1) () 5 (1) b ) Ao —cilyuzaly ) 1Bk
2- On note 7; et z, les deux autres solutions de I'équation (E) autre que m
1 1 1
a) Vérifierque: —+ —= —
0.25 1 2, m
iP
0.5 b) Dans le cas o m= 1+ e 3 , écrire sous la forme algébrique z; et z,
Deuxiéme partie :
I
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;u,v)
iP _ ik
On considére les points A et B d’affixes respectives a= me 3 et b=me 3
&p o
On note P le centre de la rotation d’angle g%z qui transforme O en A,
o
o &po
Q le centre de la rotation d’angle EEZ qui transforme A en B
o
o po
et R le centre de la rotation d’angle gE: qui transforme B enO
7
0.25 | 1- Montrer que les points O , A et B ne sont pas alignés.
7p 7p
2 2 -1
1 2-a) Montrer que l'affixede P est p= mge 12 et que I'affixe de R est r= mge 12
. &po
0.5 b) Montrer que I'affixe de Q est = mﬁsmg%g
7
0.5 | 3-Montrerque OQ = PR et que les deux droites (OQ) et (PR) sont perpendiculaires.
EXERCICE4 :(13 points/obligatoire)
Premiére partie :
On considére la fonction f définie sur I'intervalle | = [O;+¥ [par:
R & 10
f)=0 et ("xI P;+x[) ; f(x)=xIngd+ ==
X0
1
et soit (C)sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; I j).
I I
(On prendra HIHZ HJH= lcm)
0.5 1- On appliquant le théoreme des accroissements finis a la fonction ta In(t) sur l'intervalle
R 1 & 10 1
X,X+ 1], montrer que : P "XI P;+¥ ;. ——<Ingl+ =< =
poce 1], montrerques (P) (I Pir¥ ) i o< infie el
0.5 2-a) En utilisant la proposition (P) , montrer que la fonction f est dérivable a droite en0
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0.5 b) En utilisant la proposition (P), montrer que la courbe (C) admet une branche parabolique
dont on précisera la direction.
0.75 | 3-a) Montrer que la fonction f est dérivable sur P;+¥ [ et que:
. T 2 10 1 ©
"xI P;+¥ . x)= 3x28ngl+ — = =y
('xI'p D () E él xo 3@+ x)§
0.5 b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur |
(On pourra utiliser la proposition (P))
0.25 c) Dresser le tableau de variations de f
R f(x
4- Pour tout XI P;+¥ [,onpose: g(x)= &)
X
) Vérifi ("xI pi+¥ D '(x) 2xa?nae+ 19 19 dédui |
a) Vérifier que : X X = —— ————= en déduire que la
0.75 q J E xo 21+ x)§ q
fonction g est strictement croissante sur | t
0.5 b) Montrer que I’équation g(x)= 1 admet sur *+ , une solution unique notée a
R 3
puis vérifier que a I J;2[ (On prendra In2= 0.7 et InE: 15)
05 c) En déduire que les seules solutions de I’équation f (X): X sont 0 et a
0.5 | 5-a) Représenter graphiquement la courbe (C).
(On précisera la demi-tangente a droite en O et la branche parabolique de(C))
0.25 b) Montrer que f est une bijectionde | vers|l (Onnote f~ lsa bijection réciproque)
Deuxiéme partie :
On considere lasuite (Up)., , définiepar: O<ug<a et ("ni¥); upq=f" Ywu,)
0.5 | 1- Montrer par récurrence que :  ("ni ¥) ; 0<u,<a
0.5 | 2-a) Montrerque: g(P:a[)= P:1f
0.5 b) En déduire que la suite (un)n3 o st strictement croissante.
0.25 c) Montrer que la suite (un)n3 o est convergente.
0.5 | 3-Déterminer lim u,
n® + ¥
Troisieéme partie :
A 1
On considere la fonction F définie sur Iintervalle | par: ("xI 1) ; F(x)= ¢ f(t)dt
X
0.5 | 1-a) Etudier suivant les valeurs de X , le signe de F(x)
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0.5 b) Montrer que la fonction F est dérivable sur | et déterminer sa dérivée premiere F'
0.25 c) En déduire que F est strictement décroissante sur |
05 |2-a)Montrerque: ("xI[L+¥[) ; FX)E£ @ x)In2
0.25 b) En déduire  lim F(X)
X® + ¥
0.5 3-a) En utilisant la méthode d’intégration par parties, montrer que :
. In2 Xt 18, 1 1 ¢3
"xI P;+¥ . F(X)= —- —I
("xI Ppir¥ ) ()= ngl+ = 4oXt+1
0.5 b) Calculer ¢ 1idt our tout xI :p'+¥ [(On remarque que : i— t2- t+1- L)
' Otv1 P ’ e T 1+t
) En dédui ("xI Ppi+¥ ) ; FXX)= X3+ x x, 1 In(L+ x) Inae+ 19
c) En déduire que : ; ; =—- —+ —- —+= - — —
0.5 a 24 12 8 4 4 XD
1
0.5 d) Calculer lim F(x), en déduire la valeur de 0, f (t)dt
X® 0
k:n l . vase
o & &k+10 _ak®
4- Pour tout entier naturel non nul n , on pose : F — Fe—=
=4 Fion s Coi
0.5 a) Montrer que pour tout ni ¥~ etpourtout ki {01,...,,,,,n- 1} :
+ 16 + 16 0 0
i if&Qk 1:£ F?‘Qk 1; aK ¢ O, _fadi_
2n & 2n @ @2na§n@ 2n  Eno
0.5 . - 1 k=n ﬁ(O 1 k=n-1 a(o
b) En déduire que : ("n1 ¥ ; - —4 fe—=£Lv£- — g fe—=
) q ( ) 2n 3:1 éﬁ n 2n E;O ng
2k+1 k+1
(On remarque que: < )
2n n
0.25 ¢) Montrer que la suite numérique (Vn)ni - estconvergente et déterminer sa limite.

FIN
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N.B : Si un candidat traite les deux exercices qui sont au choix (totalement ou

partiellement) on lui attribue la meilleure note obtenue parmi les deux notes

(et non pas la somme des deux notes ).

EXERCICE1 Eléments de réponses Bareme
1- a) Si d est un diviseur commun positif a X et 13 alors c’est un 0.5
diviseur communal3et5doncd=1 ’
b) 13 est premier et 1 3 et X sont premier entre eux, et on applique 05
le théoréme de FERMAT '
c) Ona:7x*° 5 i3]etdonc x°° 2" 5 [i3] car: 2" 7° 1 [i3] |1
d) 30 3Vt o 104 126
Ona x°° 10 [t3]donc (X ) 10" p3]Jdoncx<° 3 [3] 0.5
2- Si (x,y)I ¢ ¢ estsolution de (E) alors d’aprés la question 1-
1
ona x?° 1 [3]et x?° 3 3] donc 3° 1 [L3]ce qui est absurde
EXERCICE2 Eléments de réponses Bareme
- |a) Stabilité de E dans (M, (i ), ) 0.5
b) La non commutativité de la multiplication dans E 0.5
c) Vérification 0.5
2- (E," ) est un groupe non commutatif 0.5
3- a) J estun morphisme 0.5
] estun morphisme et | (; *)= F et (; o ) est un groupe
b) COMMUEALIT.cevve oo s 0.5 1
Son élément neutre est j (D)= | wccovrrrreveirsnrereinnnns 0.5
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EXERCICE3 Eléments de réponses Baréme
Premiére partie :
1- (E)U (z- m)(zz- mz+ m2)= 0
Les solutions de I'équation (E) sont : 05
+ -
L I\/_ =e 3m et '\/_ =e 3m
2- 1, 1_z+z m
A | on vérifie que —+—=-"1 2= — 0.25
1, 22, m
b) _ 10
Ontrouve z; = i\/3 et z,= g -0z 0.5
Deuxiéme partie :
1- Les points O , A et B ne sont pas alignés 0.25
2- Calcul de P o 0.5
a) 1
Calcul de I e e 0.5
B) | CalcUl d@ g oo e s 05
3- p-r_. A _
Ona =i ondéduitque:0Q= PR.......... 0.25
q 0.5
O (©10) L (2 IO 0.25
EXERCICE4 ‘ Eléments de réponses Baréme
Premiére partie :
- 1
! ("x>0) (¢, k;x+1)) ; In(x+1)- InX= — .cccceees 0.25
CX
x 0 0.5
L’encadrement : i< Ingl+ l£< 1 ...0.25
X+1 X@ X
2- a) 2 f
Ona: = ()<X donc Ilm ()—0 etdonc f est
1+ x X x®0" X 0.5
dérivable a droite en 0
b) o f(x
Ona: ( ) donc lim L)=+¥ ..........
1+ x ®+¥ X 0.5
(C)admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées
3- f dérivable sur P;+¥ [ o, 0.25
a) 0.75
Calcul de f7(X) weeerrrreeeeensereessseeeeessss s ses e ssssss e 0.5
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Ona: Ingl+ X% 3(11 x)> L+ %% ﬁ> 0
b)
donc f'(X)> 0 etdonc la f est strictement croissante 0.5
c) | Letableaude variations f ..., 0.25
4- Calcul de g'(X) ................................................... 0.5
& 1
a) %L X5 2(1+ x)> n g+ X6 v x ° 075
doncg' (x)> 0 etdonc @ est strictement croissante ................ 0.25
g est une bijection de P;+¥ [vers P;+¥ [ et 11 P;+¥ [ ..0.25
b) Ou utiliser le T.V.I pour I'existence et la stricte monotonie pour 0.5
I'unicité
On vérifie que (L)< 1< g(2) wrmmrreminreeiiiseeeseeeiesneeenn 0.25
c) | les solutions de I'équation : f(X)= x U x=0ou g(x)=1 0.5
5- | a) | Lareprésentation de (C) 0.5
b) f bijection 0.25
Deuxiéme partie :
1- Récurrence et croissance de ™! et le fait que f~*(0)= 0 et
1) s 0.5
2= 1a) | g(Pra])= Prle e 0.5
b) | Pour 0< x<a ,ona 0< g(x)<1
Puisque 0< u, < a ,alors 0< f(u,)<u, donc 0.5
0< Uy < 7 1(UL)= Upyq dONCrrvrrveree
c) suite croissante et majorée 0.25
3- Sionpose: |= n@l{)lin¥ U, alorsona O<uy£ 1£ a car o
("n*1) ; O<uyfu,<a |
et puisque f° ! est continue sur [O;a] (en particulieren | ) alors |
est solution de I'équation f™*(x)= x etdonc I = a
Troisieme partie :
1- |a) f est positive donc si 0£ x£1ona F(x)* 0
et six®> lona F(X)£0 o
b) F est dérivable sur | car T est continue sur | coooveevveveinenenns 0.25 0.5
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et("XT 1) 5 F'(X)= - F(X) rrrrrrnrrmernnrenesesneeserssesneen 0.25
o | ("xI1); FF(X)=-f(x)£0etF'(x)=0U x=0 0.25
2- a) X
Ona "X3 1; f(X)3 In2 donc QI_ f(t)dt3 (X- 1)|n2 0.5
b) lim F(x)=
X® + ¥ ( ) 0.25
3- a) Intégration par parties 0.5
b) 13 5 XX X2
—dt— —-In2- —+ —- x+ In(l+ x 0.5
0,1+ 1" 6 3 2 ()
c) | calcul de F(x) 0.5
Ona M F (X)= = e 0.25
x® 0* 4
d) F étant continue a droite en 0 (puisque continue surl ), donc 0.5
1 . 5
A FE)At=F(0)= lim F(X)= — e, 0.25
& FOU=FO)= lim F()=
4- a) - Appliquer le théoreme ou l'inégalité des accroissements finis a la
fonction F sur 31,2'” 13,
& n g 0.5
x . 7 + AVAY +
Avec g'xl gi,Zk 1& : g‘i% f (x)£ fggk 10
g 2n W ng
b) 2k + 1 k+1
On remarque que : e 0.5
2n n
C) 1k:on-l a(o 1k:°n-1 ﬁ(+10 1k°:n a(O
—q f&=et=g fé—£= - f@} sont les Sommes de
n .-, &no N o noe n._, Eno
Riemann associées a la fonction f continue sur le segment [0,1] donc
& k=n-1 ﬂ((Q & k=n P
les deux suitesé— q fe&—= et E—é f &= sont convergentes | 25
N o Endg  Eni, Engy
et ont méme limite qui est F (0)= ¢ f(X)dX % donc la suite
I 1 5
(v,,) est convergente et a pour limite - EF(O)= "8






