
 

  

 الإمتحان الوطني الموحد

 لنيل شهادة البكالوريا
 2004الدورة العادية 

( ن 3,0 ): انتمشٌه الأول   

 أ

 ب

  ن0,50

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 

 مسلك العلوم الرياضية أ و ب
 10المعامل 

 أربع ساعات: مدة الإنجاز 
 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 ٌٖ٤ُ𝑛 ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب . 

𝑛2 ػذدا كشد٣ب كبٕ   𝑛ث٤ٖ أٗٚ ارا ًبٕ  ≡ 1 8 .  

𝑛2 ػذدا صٝع٤ب كبٕ  𝑛ث٤ٖ أٗٚ ارا ًبٕ  ≡ 𝑛2  أٝ   8 0 ≡ 4 8 .   

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐 أػذاد طؾ٤ؾخ ؽج٤ؼ٤خ كشد٣خ . 

𝑎2ث٤ٖ إٔ   + 𝑏2 + 𝑐2٤ُظ ٓشثؼب ًبٓلا  . 

𝑎𝑏 2: ث٤ٖ إٔ  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ≡ 6 8  . 

𝑎 : لاؽع إٔ ) + 𝑏 + 𝑐 2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐  ) 

𝑎𝑏 2:  اعز٘زظ إٔ  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐  ٤ُظ ٓشثؼب ًبٓلا  . 

𝑎𝑏 ث٤ٖ إٔ   + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ٤ُظ ٓشثؼب ًبٓلا  . 

( ن 3,0 ) : انثاوًانتمشٌه   

,𝑎 ∀ :  ث٤ٖ إٔ  𝑏 𝜖ℝ∗2   ;    𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 = 𝑀𝑎𝑏.   

 ٌٖ٤ُ𝜑 ٖٓ اُزطج٤ن أُؼشف ℝ∗ ٞٗؾ 𝐸 ثٔب ٢ِ٣    :𝜑 𝑎 = 𝑀𝑎.  

   . ×,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ   رشبًَ ٖٓ  𝜑:  ث٤ٖ إٔ 

  . ×,𝐸 اعز٘زظ اُج٤٘خ اُغجش٣خ ُـ 

,𝑎 ∀ ث٤ٖ إٔ    𝑏 𝜖ℝ∗2   ;   𝑁𝑎 × 𝑁𝑏 = 𝑀𝑏

𝑎

.  

 .  صٓشح  ×,𝐺 :    ، ث٤ٖ إٔ                 ٗؼغ  

  َٛ 𝐺,× صٓشح رجبد٤ُخ ؟   

𝑀𝑎 : ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد اُز٢ رٌزت ػ٠ِ شٌَ 𝐸ُزٌٖ  =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎

  

 ٝ𝐹 ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ : 𝑁𝑎 =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

−𝑎 3 −𝑎
  

1 

2 

 أ

 ب

 ج

 د

 1 أ

 ب

 ج

 2 أ

 ب

 ج

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝐺 = 𝐸 ∪ 𝐹 
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 𝑰  

( ن 3,5 ): انتمشٌه انثانث   

1 

 أ

 ب

 د

2 

4 

𝑧2:    أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢   ن0,75 + 𝑧 + 1 = 0.  

𝑧:    ؽ٤ش 𝑧ٌَُ ػذد ػوذ١  = 𝑒𝒾𝜃 = cos 𝜃 + 𝒾 sin 𝜃  

1:   رؾون إٔ  + 𝑧 + 𝑧2 =      1 + 𝑧 + 𝑧  .  

  .𝜃 ثذلاُخ ′𝑧اؽغت ٓؼ٤بس ٝ ػٔذح 

′𝑧:  ٗؼغ  = 𝑥 + 𝒾𝑦  ؽ٤ش   𝑥, 𝑦 𝜖ℝ2.   

𝑥2:  ث٤ٖ إٔ  + 𝑦2 =  1 − 2𝑥 2.   

 . ر٘ز٢ٔ ا٠ُ ٛذٍُٞ ٣زْ رؾذ٣ذ ٓشًضٙ ٝ سأع٤ٚ ٝ ٓوبسث٤ٚ ′𝑧 راد اُِؾن 𝑀اعز٘زظ إٔ 

( ن 10 ) : انشاتغانتمشٌه   

  .𝒟𝑓 ػ٘ذ ٓؾذاد ٓغٔٞػخ رؼش٣لٜب 𝑓أؽغت ٜٗب٣بد 

  .𝑓أدسط رـ٤شاد اُذاُخ 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   ث٤ٖ إٔ    𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1.  

 . ٓزوبسثخ ٝ ؽذد ٜٗب٣زٜب 𝑢𝑛 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ 

  . 𝑣𝑛 ؽذد ٜٗب٣خ أُززب٤ُخ  

          C . ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظ𝑓ْ   أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ              ٤ٌُٖ 

          C   .          أدسط اُلشٝع اُلاٜٗبئ٤خ ُِٔ٘ؾ٠٘   

          C   .              أٗش٠ء   

𝜃 ٝ ٝ :ٓغ  ≠
−2𝜋

3
 −𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 𝜃 ≠

2𝜋

3
 

= 𝑓 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣ ∗ℝ اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓ٗؼزجش 
𝑒−𝑥

𝑥
 

𝑢𝑛+1 : أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣  𝑢𝑛 ُزٌٖ  = 𝑢𝑛
2𝑓 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛𝑒−𝑢𝑛     ;    ∀𝑛𝜖ℕ  

𝑢0 = 1 

𝑥∀  :اعز٘زظ إٔ  > 0   ;   𝑥2𝑓 𝑥 ≤
𝑥

𝑥 + 1
 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :ثبعزؼٔبٍ اُجشٛبٕ ثبُزشعغ ث٤ٖ إٔ    0 < 𝑢𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀  :ث٤ٖ إٔ    𝑣𝑛 = ln  
1

𝑢𝑛

  

3 

2 

1 

 أ

 ب

 𝑰𝑰  

1 

2 

 أ 3

 ب

 أ

 ب

  ن0,75

  ن0,75

 ج  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

′𝑧 :ٗؼغ  =
1

𝑧2 + 𝑧 + 1
 

𝑛 ٖٓ ℕ∗:  𝑣𝑛ٗؼغ ٖٓ أعَ ًَ ػ٘ظش  =  𝑢𝑘

𝑛−1

𝑘=0
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𝑧 



 

  

 أ 1

 ب

2 

3 

4 

5 

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ 𝐹ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ   : ثٔب ٢ِ٣  ∞+

𝑥∀ :   ث٤ٖ إٔ  > 0   ;  −3𝑥2 ≤ 𝐹 𝑥 − 2 ln 2 ≤ 0.  

 .0 ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝐹اعز٘زظ إٔ 

𝑡∀ ث٤ٖ إٔ     ≥ 1   ;        𝑡 < 𝑒−𝑡.  

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝐹ث٤ٖ إٔ    . 𝐹′ 𝑥 ٝ اؽغت    ∞+

  .𝐹اػؾ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

𝑥∀ :     ث٤ٖ إٔ  > 0   ;   𝐺 𝑥 = 𝐹  𝑥 − 𝑒−4𝑥 𝑙𝑛 4𝑥 + 𝑒−𝑥 𝑙𝑛 𝑥 .  

lim :اعز٘زظ 
𝑥→0
𝑥>0

𝐺(𝑥) 

lim :أؽغت اُٜ٘ب٣خ اُزب٤ُخ 
𝑥→0
𝑥>0

 𝑒−𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 𝑥 

,0  اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝐺ُزٌٖ  = 𝐺 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣  ∞+  𝑒−𝑡 ln 𝑡
4𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

𝑥∀  :رؾون إٔ  > 0   ;    
1

𝑡

4𝑥2

𝑥2

𝑑𝑡 = 2 ln 2 

lim :اعز٘زظ اُٜ٘ب٣خ اُزب٤ُخ 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) 

 ∀𝑥 > 0   ;   𝐹 𝑥 =  𝑓 𝑡 
4𝑥2

𝑥2

𝑑𝑡 𝐹 0 = 2 ln 2 ٝ 

t∀ :   ثبعزؼٔبٍ ٗز٤غخ اُغئاٍ            ٖٓ اُغضء اُضب٢ٗ  ث٤ٖ إٔ  > 0   ;  −𝑡 < 𝑒−𝑡 − 1 ≤ 0.  1 

          C .   ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ        أٗش٠ء   ج
𝐹 

 𝑰𝑰𝑰  

 أ

 ب

 أ

 ب

 أ

 ب

 أ

 ب

 ج

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25
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 ٌٖ٤ُ𝑛ػذدا كشد٣ب  
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;   𝑘𝜖ℕ∃ :   ارٕ    𝑛 = 2𝑘 + 1  

 𝑘 ٝ  𝑘 +  ػذدإ طؾ٤ؾبٕ ؽج٤ؼ٤بٕ ٝ ٓززبثؼبٕ ارٕ أؽذٛٔب كشد١  1

𝑘 𝑘ٝ ٓ٘ٚ كبٕ اُغذاء  . ٝ ا٥خش صٝع٢ +  .  ػذد صٝع٢ دائٔب 1

;   𝑚𝜖ℕ∃ :   ارٕ    𝑘(𝑘 + 1) = 2𝑚  

𝑛2:   ٝ ثبُزب٢ُ  = 4𝑘 𝑘 + 1 + 1 = 8𝑚 + 1  

 ٌٖ٤ُ𝑛 ػذدا صٝع٤ب . 

;   𝑘𝜖ℕ∃  : ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ    𝑛 = 2𝑘    

 . ٣ٌٖٔ إٔ ٣ٌٕٞ كشد٣ب أٝ صٝع٤ب 𝑘اُؼذد اُظؾ٤ؼ اُطج٤ؼ٢ 

  ػذد صوج𝒌ً: انحانح الأونى 

;   𝑝𝜖ℕ∃ :    ارٕ    𝑘 = 2𝑝  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑛 = 4𝑝 ٣ؼ٢٘      :𝑛2 = 16𝑝2 = 8 2𝑝2    

8:  ارٕ  ∕ 𝑛2      ٚ٘ٓ ٝ    :𝑛2 ≡ 0 8   

  ػذد فشدي𝒌: انحانح انثاوٍح 

;   𝑞𝜖ℕ∃ :   ارٕ    𝑘 = 2𝑞 + 1   

 ٚ٘ٓ ٝ  :  𝑛 = 4𝑞 + 𝑛2:      ٣ؼ٢٘    2 − 4 = 8 2𝑞2 + 2𝑞  

8:    ارٕ  ∕  𝑛2 − 4  ٚ٘ٓ ٝ         :𝑛2 ≡ 4 8     

 :انخلاصح 

𝑛2:    ػذدا صٝع٤ب كبٕ 𝑛ارا ًبٕ  ≡ 𝑛2   أٝ      8 0 ≡ 4 8    

شُ ك٢ اُجذا٣خ إٔ ٓغٔٞع صلاصخ أػذاد كشد٣خ ٛٞ ػذد كشد١  ًِّ ٗزَُ

 .ٝ إٔ ٓشثغ أ١ ػذد كشد١ ٣ٌٕٞ دائٔب ػذدا كشد٣ب 

⟺    ∃𝑘𝜖ℕ   ;   𝑛2 =  2𝑘 + 1 2 

⟺    ∃𝑘𝜖ℕ   ;  𝑛2 = 4𝑘2 + 4𝑘 + 1 

⟺    ∃𝑘𝜖ℕ   ;  𝑛2 = 4𝑘 𝑘 + 1 + 1 

⟺   𝑛2 − 1 = 8𝑚 

⟺   𝑛2 ≡ 1 8  

 .  ٓشثغ ًبَٓ                          ٗلزشع إٔ  

;   𝑑𝜖ℕ∃ :    ارٕ    𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑑2  

 .  ػذد كشد١ ًزُي                        ػذاد كشد٣خ كبٕ  أ 𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐ثٔب إٔ 

𝑎2:    ارٕ  + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ 3 8    

  ػذدإ كشد٣بٕ 𝑑 ٝ 𝑑2ُذ٣٘ب 

3:    ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2  ٝ  1 ٖٓ  ≡ 1 8   

8:  ٣ؼ٢٘ إٔ  ∕    ٝ ٛزا ٓغزؾ٤َ ؽذٝص2ٚ

𝑎2 ٝ ثبُزب٢ُ   + 𝑏2 + 𝑐2 ٤ُظ ٓشثؼب ًبٓلا  . 

 . أػذاد كشد٣خ𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐ُذ٣٘ب 

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ 3 8   

𝑎  أػذاد كشد٣خ كبٕ  𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐ٝ ثٔب إٔ  + 𝑏 + 𝑐 ػذد كشد١ ًزُي   

 : ٗغز٘زظ إٔ  5  ٝ  4 ٖٓ 

      𝑎 + 𝑏 + 𝑐 2 −  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ 1 − 3 8   

𝑎 :     ٣ؼ٢٘  + 𝑏 + 𝑐 2 −  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ −2 8     

2−:   ٝ ٗؼِْ إٔ  ≡ 6 8    

𝑎 :   ارٕ  + 𝑏 + 𝑐 2 −  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ 6 8    

𝑎 :   لإٔ  + 𝑏 + 𝑐 2 =  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐     

𝑎𝑏 2ٗلزشع إٔ اُؼذد   + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 َٓٓشثغ ًب  . 

;   𝑚𝜖ℕ∃ :    ارٕ    2 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 = 𝑚2   

𝑎𝑏 2ٝ ُذ٣٘ب    + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 ػذد صٝع٢    

 :ارٕ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ           

  𝑚2 ≡ 𝑚2      أٝ    8 0 ≡ 4 8    

𝒎𝟐: فً انحانح الأونى  ≡ 𝟎 𝟖      

6:   ارٕ  ≡   6 لا روغْ 8لإٔ .    ٝ ٛزا ٓغزؾ٤َ 8 0

𝒎𝟐: فً انحانح انثاوٍح  ≡ 𝟒 𝟖      

6:   ارٕ  ≡   2 لا روغْ 8لإٔ .    ٝ ٛزا ٓغزؾ٤َ 8 4

𝑎𝑏 2   :و تانتانً  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ٤ُظ ٓشثؼب ًبٓلا  . 

  أ 1 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ

𝑎2 ≡ 1 8 

𝑏2 ≡ 1 8 

𝑐2 ≡ 1 8 

  

𝑑2ارٕ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ             ≡   3  أ 1    8 1

 2  

 1  

 ∎ ب 1

 ∎ 2 ب

 ( ن 3,0 ):   التمرين الأول 

 ∎ أ 1

  أ 1   :ارٕ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ          

𝑎2 ≡ 1 8 

𝑏2 ≡ 1 8 

𝑐2 ≡ 1 8 

  

 4  

𝑎 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ           + 𝑏 + 𝑐 2 ≡   5  1 أ    8 1

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑚  ٝ  𝑚2  ٕصٝع٤بٕ  ػذدا. 

 ب 1

𝑚2ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ            ≡  ب 2    8 6

𝑚2ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ            ≡  ب 2    8 6

 ٚ٘ٓ ٝ    :2 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 ≡ 6 8     ⋆  

 ∎ 2 ج

 2 أ ∎

 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  

 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  
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 د ∎ 2 ج

𝑎𝑏 :  ٗلزشع إٔ  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 َٓٓشثغ ًب  . 

;   𝑚𝜖ℕ∃ :  ارٕ     𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 = 𝑚2   

 . أػذاد كشد٣خ𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐: ُذ٣٘ب 

𝑎𝑏 :  ارٕ  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ػذد كشد١ ًزُي  . 

 ٚ٘ٓ ٝ𝑚2 ارٕ .  ػذد كشد١𝑚ػذد كشد١  

𝑚2:  ٝ ٓ٘ٚ ؽغت            ≡ 1 8    

𝑎𝑏:   أ١  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ≡ 1 8   

 ٚ٘ٓ ٝ   :2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ≡ 2 8   

𝑎𝑏 2ٌُٖ ُذ٣٘ب    + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ≡    ⋆    ٝ رُي ؽغت  8 6

6:  ارٕ  ≡ 2 8    

8:  ٣ؼ٢٘  ∕  .  ٝ ٛزا ثطج٤ؼخ اُؾبٍ ٓغزؾ4َ٤

𝑎𝑏 :  ٝ ثبُزب٢ُ  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐  ٤ُظ ٓشثؼب ًبٓلا  . 

 أ 1

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثاني 

 أ ∎ 1

 ٌٖ٤ُ𝑀𝑎 ٝ 𝑀𝑏 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐸  

, 𝑦𝜖𝐸∀ :   ٝ ُذ٣٘ب   ∃! 𝑎𝜖ℝ∗   ;   𝑦 = 𝜑 𝑎 = 𝑀𝑎  

 :ُذ٣٘ب 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ∗  

𝜑 𝑎:  ُذ٣٘ب  × 𝑏 = 𝑀𝑎𝑏 = 𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 = 𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏   

    ×,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ ٖٓ  𝜑: ارٕ 

𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎

  
𝑏

1

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 

0
1

𝑏

  

=  
𝑎𝑏

𝑎

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 +

1

𝑏 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎𝑏

  

=  
𝑎𝑏

1

 3
 𝑎𝑏 −

1

𝑎𝑏
 

0
1

𝑎𝑏

 = 𝑀𝑎𝑏  

𝑎:   كبٕ 𝑀𝑎𝜖 𝐸  ٝ   𝑀𝑏 𝜖 𝐸:  ثٔب إٔ  ≠ 0 ٝ 𝑏 ≠ 0 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑎𝑏 ≠ 0  

𝜑 ∶    ℝ∗,× →  𝐸,×  

𝑎 → 𝜑 𝑎 = 𝑀𝑎  

   . ×,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  φ: ٝ ثبُزب٢ُ 

  . ×,𝐸  ٗؾٞ  ×,∗ℝ  روبثَ ٖٓ φارٕ 

 ب ∎ 1

1 ∎ 

 ٣ؾبكع 𝜑  كبٕ  ×,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜑ثٔب إٔ 

 .ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح

 ٝ ًَ 1  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ اُؼذد  ×,∗ℝ  :  تما أن

 ٣وجَ 𝑎ػ٘ظش 
1

𝑎
 . ًٔٔبصَ

 ٝ ًَ  𝜑 1  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ اُؼذد  ×,𝐸  :  فئن

𝜑 ٣وجَ 𝑀𝑎ػ٘ظش   
1

𝑎
 . ًٔٔبصَ 

 2 أ ∎

𝐺:   ٗؼغ  = 𝐸 ∪ 𝐹   

 :ُذ٣٘ب 

 ٌٖ٤ُ𝑁𝑎 ٝ 𝑁𝑏 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐹  

 : ك٢ اُجذا٣خ ٣غت إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ 

ٝ 

= 𝜑 1 :ٝ ُذ٣٘ب  𝑀1 =  
1 0
0 1

 = 𝐼 

ٝ 𝜑  
1

𝑎
 = 𝑀1

𝑎
=  

1

𝑎

1

 3
 

1

𝑎
−𝑎 

0 𝑎
  

𝑁𝑎 × 𝑁𝑏 =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

−𝑎 3 −𝑎
  

𝑏
1

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 

−𝑏 3 −𝑏
  

=  
𝑎𝑏 − 𝑏  𝑎 −

1

𝑎
 

𝑎

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 −

𝑏

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

−𝑎𝑏 3 + 𝑎𝑏 3 −𝑎  𝑏 −
1

𝑏
 + 𝑎𝑏

  

=

 

 
 

𝑏

𝑎

1

 3
 

𝑏

𝑎
−

1

𝑏
𝑎

 

0
1

𝑏
𝑎  

 
 

= 𝑀𝑏
𝑎

 

 ب 2 ∎

∀ 𝑎, 𝑏  𝜖  ℝ∗ 2  ;   𝑀𝑎 × 𝑁𝑏 = 𝑁𝑏
𝑎

 

∀ 𝑎, 𝑏  𝜖  ℝ∗ 2  ;   𝑁𝑏 × 𝑀𝑎 = 𝑁𝑎𝑏  

𝑀𝑎 × 𝑁𝑏 =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎

  
𝑏

1

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 

−𝑏 3 −𝑏
  

=  

𝑏

𝑎

1

 3
 
𝑏

𝑎
−

𝑎

𝑏
 

−𝑏

𝑎
 3

−𝑏

𝑎

 = 𝑁𝑏
𝑎
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𝐴:   ارٕ  × 𝑀1 = 𝑀1 × 𝐴 = 𝐴   

!∃ :    ارٕ  𝑎 𝜖 ℝ∗   ;   𝐴 = 𝑁𝑎  

 :ُذ٣٘ب ًزُي ٝ 

 : ٗؾٖ ا٥ٕ ٓغِؾٕٞ ثؤسثغ خبط٤بد ٜٓٔخ ٝ ٢ٛ 

  𝐺 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ×ُ٘جشٖٛ ػ٠ِ إٔ 

 ٌٖ٤ُ𝑋 ٝ 𝑌 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐺  

 :ارٕ ٗلظَ ٛ٘ب ث٤ٖ أسثغ ؽبلاد 

   𝒚 𝝐 𝑬  و  𝑿 𝝐 𝑬:  انحانح الأونى 

𝑋 :   1 ارٕ ؽغت اُخبط٤خ سهْ  × 𝑌 𝜖 𝐸 ٕار    :𝑋 × 𝑌 𝜖 𝐺   

   𝒀 𝝐 𝑭  و  𝑿 𝝐 𝑭:  انحانح انثاوٍح 

𝑋 :   2 ارٕ ؽغت اُخبط٤خ سهْ  × 𝑌 𝜖 𝐸 ٕار    :𝑋 × 𝑌 𝜖 𝐺   

   𝒀 𝝐 𝑭  و  𝑿 𝝐 𝑬:  انحانح انثانثح 

𝑋 :   3 ارٕ ؽغت اُخبط٤خ سهْ  × 𝑌 𝜖 𝐹 ٕار    :𝑋 × 𝑌 𝜖 𝐺   

   𝒚 𝝐 𝑬  و  𝑿 𝝐 𝑭:  انحانح انشاتؼح 

𝑋 :   4 ارٕ ؽغت اُخبط٤خ سهْ  × 𝑌 𝜖 𝐹 ٕار    :𝑋 × 𝑌 𝜖 𝐺   

 : ٗلاؽع أٗٚ ك٢ ع٤ٔغ ٛزٙ اُؾبلاد الأسثغ ُذ٣٘ب 

  .𝐺 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ×ٝ ثبُزب٢ُ 

 :انثحث ػه انؼىصش انمحاٌذ 

 .ٝ ٗؼِْ ًزُي إٔ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ إ ٝعذ ٣ٌٕٞ دائٔب ٝؽ٤ذا 

 :٣ٌل٢ ا٥ٕ إٔ ٗجشٖٛ إٔ 

 :ٗلظَ ث٤ٖ ؽبُز٤ٖ  . 𝐺 ٓظلٞكخ ٖٓ 𝐴ُزٌٖ 

  .𝑬 فشد مه أفشاد 𝑨: انحانح الأونى 

!∃ :    ارٕ  𝑎 𝜖 ℝ∗   ;   𝐴 = 𝑀𝑎  

  : 1 ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُخبط٤خ سهْ 

  𝑀1 × 𝑀𝑎 = 𝑀𝑎  ٝ  𝑀𝑎 × 𝑀1 = 𝑀𝑎   

  .𝑭 فشد مه أفشاد 𝑨: انحانح انثاوٍح 

𝑁𝑎 :    4 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُخبط٤خ  × 𝑀1 = 𝑁𝑎×1 = 𝑁𝑎  

𝑀1 :   3 ٝ ًزُي ؽغت اُخبط٤خ  × 𝑁𝑎 = 𝑁𝑎

1
= 𝑁𝑎   

𝐴:    ٗغز٘زظ ارٕ إٔ  × 𝑀1 = 𝑀1 × 𝐴 = 𝐴   

 :ك٢ ًِزب اُؾبُز٤ٖ ُذ٣٘ب 

  .𝐺 ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُؼشة أُظلٞكبد ك٢        ارٕ 

 :انتماثم 

 𝐸,×  صٓشح رجبد٤ُخ  ٝ ٓٔبصَ ًَ ػ٘ظش  𝑀𝑎 ٞٛ ٝ ٣ٔزِي ٓٔبصلا   :𝑀1

𝑎

   

 𝐺 ٓغٔٞػخ رزٌٕٞ ٖٓ ارؾبد ٓغٔٞػز٤ٖ ٝ ٛٔب 𝐸 ٝ 𝐹  

  .𝐹ُ٘جؾش ػٖ ٓٔبصلاد ػ٘بطش 

 ٌٖ٤ُ𝑁𝑎 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐹.  

𝑁𝑎 :   2 ارٕ ؽغت اُخبط٤خ  × 𝑁𝑎 = 𝑀𝑎

𝑎
= 𝑀1   

  ٣زٔبصَ ٓغ ٗلغ𝑁𝑎 ٖٓ 𝐹ٚٝ ٓ٘ٚ ًَ ػ٘ظش 

  .𝐸 ٝ 𝐹 رٔزِي ٓٔبصلاد ٖٓ 𝐺ٝ ثبُزب٢ُ ع٤ٔغ ػ٘بطش 

   𝐺,×  ٕهبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ×  صٓشح لأ 

𝐺 ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ٝؽ٤ذا ٝ 𝑀1 ػ٘ظش ًَ ٝ 

  .٣𝐺ٔزِي ٓٔبصلا ٝؽ٤ذا ٖٓ 

𝑁𝑏 × 𝑀𝑎 =  
𝑏

1

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 

−𝑏 3 −𝑏
  

𝑎
1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎

  

=  
𝑎𝑏

1

 3
 𝑎𝑏 −

1

𝑎𝑏
 

−𝑎𝑏 3 −𝑎𝑏
 = 𝑁𝑎𝑏  

 
 
 

 
 

𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 = 𝑀𝑎𝑏         1 

𝑁𝑎 × 𝑁𝑏 = 𝑀𝑏
𝑎

            2 

𝑀𝑎 × 𝑁𝑏 = 𝑁𝑏
𝑎

            3 

𝑁𝑏 × 𝑀𝑎 = 𝑁𝑎𝑏            4 

  

∀  𝑋, 𝑌  𝜖 𝐺2  ;   𝑋 × 𝑌 𝜖 𝐺 

 ٝ رُي ؽغت 𝐸 ك٢ ×  ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوبٕٗٞ 𝑀1ٗؼِْ إٔ  

 ج 1 ٗز٤غخ اُغئاٍ  

∀ 𝐴 𝜖 𝐺  ;   𝐴 × 𝑀1 = 𝑀1 × 𝐴 = 𝐴  

∀𝐴𝜖𝐺  ;   𝐴 × 𝑀1 = 𝑀1 × 𝐴 = 𝐴 

 ب :خلاصح انسؤال      

 ب 2 ∎

  𝐹 ػ٘ظشا ٖٓ 𝐸 ٝ 𝑁𝑏 ػ٘ظشا ٖٓ       ٤ٌُٖ 

𝑀𝑎 :     3 ُذ٣٘ب ؽغت اُخبط٤خ  × 𝑁𝑏 = 𝑁𝑏

𝑎

  

𝑁𝑏 :   4 ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُخبط٤خ  × 𝑀𝑎 = 𝑁𝑎𝑏   

𝑀𝑎:   ارٕ  × 𝑁𝑏 ≠ 𝑁𝑏 × 𝑀𝑎   

  𝐺 ٤ُظ رجبد٤ُب ك٢ ×: ٝ ثبُزب٢ُ 

 .  ٤ُغذ رجبد٤ُخ  ×,𝐺 اُضٓشح  : ٣ؼ٢٘ 

𝑀𝑎  

𝑀1 
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∎ 1 

𝑧2:     ُ٘ؾَ أُؼبدُخ  + 𝑧 + 1 = 0  

=∆:      ٗغذ إٔ ∆ٗؾغت   𝑖 3 
2

  

  :𝑧1 ٝ 𝑧2ارٕ أُؼبدُخ روجَ ؽ٤ِٖ ٓزشاكو٤ٖ 

𝑧:  ُذ٣٘ب  = 𝑒𝑖𝜃 ٕار    : 𝑧 = 1 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑧𝑧 = 1   

 : ُذ٣٘ب ارٕ 

ف لأٗٚ ارا ًبٕ  ′𝑧ُذ٣٘ب  ؼَشَّ ُٓ  θ ≠ ±
2π

3
z2  كبٕ   + z + 1 ≠ 0   

 ٚ٘ٓ ٝ: 

 :ٝ ٖٓ ٛزٙ اُ٘ظٔخ ٗغز٘زظ إٔ 

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑀 𝑧′ ر٘ز٢ٔ ا٠ُ اُٜزٍُٞ اُز١ ٓشًضٙ ٛٞ اُ٘وطخ     𝐶  
2

3
, 0   

𝑆1 1,0   ٝ  𝑆2ٝ سأعبٙ ٛٔب    
1

3
, 0    

 : أُؼشك٤ٖ ثٔب ٢ِ٣  ′∆  ٝ  ∆ ٝ ٓوبسثبٙ ٛٔب أُغزو٤ٔبٕ 

𝑧1 =
−1

2
− 𝑖

 3

2
= 𝑒

−2𝜋𝑖
3 = 𝑗  

𝑧2 =
−1

2
+ 𝑖

 3

2
= 𝑒

2𝜋𝑖
3 = 𝑗 

𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧  = 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧𝑧 = 𝑧 + 𝑧2 + 1 

 2 أ ∎

1:    ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ      + 𝑧 + 𝑧2 = 𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧    أ 

 ب 2 ∎

′𝑧 :ارٕ  =
1

1 + 𝑧 + 𝑧2
=

1

𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧  
 

 𝑧′  =  
1

𝑧
 ∙  

1

1 + 𝑧 + 𝑧 
 = 1 ∙

1

1 + 2 cos 𝜃
=  

1

1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃
  

≡ ′𝐴𝑟𝑔 𝑧 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  𝐴𝑟𝑔  
1

𝑧
 + 𝐴𝑟𝑔  

1

1 + 𝑧 + 𝑧 
  2𝜋  

⟺      𝐴𝑟𝑔 𝑧′ ≡ −𝐴𝑟𝑔 𝑧 + 0 2𝜋  

⟺      𝐴𝑟𝑔 𝑧′ ≡ −𝜃 2𝜋  

′𝑧 : ٝ ثبُزب٢ُ  =  
1

1 + 2 cos 𝜃
 𝑒−𝑖𝜃  

 2 ∎ ج

′𝑧 :ُذ٣٘ب  = 𝑥 + 𝑖𝑦 =  
1

1 + 2 cos 𝜃
 𝑒−𝑖𝜃  

 : ارٕ 

 
 
 

 
 𝑥 =

𝑐𝑜𝑠 −𝜃 

1 + 2 cos 𝜃 

𝑦 =
𝑠𝑖𝑛 −𝜃 

1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

  

𝑥2 + 𝑦2 =
𝑐𝑜𝑠2 −𝜃 

 1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃  2
+

𝑠𝑖𝑛2 −𝜃 

 1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃  2
 

⟺     𝑥2 + 𝑦2 =
𝑐𝑜𝑠2 −𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2 −𝜃 

 1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃  2
 

⟺     𝑥2 + 𝑦2 =  
1

1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 
 

2

 

⟺     𝑥2 + 𝑦2 =  
1 + 2𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 2𝑐𝑜𝑠 𝜃 

1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 
 

2

 

⟺     𝑥2 + 𝑦2 =  1 − 2  
𝑐𝑜𝑠 𝜃 

1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 
  

2

 

⟺     𝑥2 + 𝑦2 =  1 − 2𝑥 2 

 ب 2 ∎

𝑥2 :ٖٓ آخش ٗز٤غخ ٗغزخشط ٓب ٢ِ٣  + 𝑦2 = 1 + 4𝑥2 − 4𝑥 

⟺     −3𝑥2 + 4𝑥+𝑦2 = 1 

⟺     𝑥2 −
4

3
𝑥−

1

3
𝑦2 =

−1

3
 

⟺      𝑥 −
2

3
 

2

−
1

3
𝑦2 =

−1

3
+

4

9
 

 
 
 

 
 

 ∆ ∶ 𝑦 =  3𝑥 −
2 3

3
    

 ∆′ ∶ 𝑦 = − 3𝑥 +
2 3

3

  

⟺     
 𝑥 −

2
3
 

2

 
1
3 

2 −
𝑦2

 
 3
3  

2 = 1 

,∞−  𝑥 𝜖 ∀ : ُذ٣٘ب  0 ∪  0, +∞   ∶    𝑓 𝑥 =
𝑒−𝑥

𝑥
 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 
𝑒−𝑥

𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑢→−∞
𝑢=−𝑥

− 
𝑒𝑢

𝑢
 = − ∞ 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

 
𝑒−𝑥

𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑢→0+

𝑢=−𝑥

− 
𝑒𝑢

𝑢
 = − ∞ 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 
𝑒−𝑥

𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑢→0−

𝑢=−𝑥

− 
𝑒𝑢

𝑢
 = + ∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
𝑒−𝑥

𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑢→−∞
𝑢=−𝑥

− 
𝑒𝑢

𝑢
 = 0 

 ( ن 10):   التمرين الرابع 

∎ 1  𝐈  
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 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ∗  

 :ٗغز٘زظ ارٕ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

−𝑒 

𝑥 −∞ +∞ 

0 −∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

0 

− 

−1 

− 0 

−∞ 

+∞ 

  .𝒇تمثٍم انذانح 

𝓞 𝓲 

𝓳 

−𝐞 

−𝟏 

𝑓 :ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 =
−𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑥2
=

−𝑒−𝑥 𝑥 + 1 

𝑥2
 

𝑓كبٕ اشبسح   :ثٔب إٔ  ′(𝑥)  ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح   𝑥 + 1    
−𝑒−𝑥

𝑥2
< 0 

 :انفشوع انلاوهائٍح 

lim ٝ :ُذ٣٘ب 
𝑥→0−

𝑓 𝑥 = −∞ lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = +∞ 

  .∞+ارٕ ٓؾٞس الأكبط٤َ ٓوبسة أكو٢ ثغٞاس 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 0 

C         َارٕ           ٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞس الأسار٤ت ٗؾٞ الأعل. 

lim ٝ :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = −∞ lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= +∞ 

C         

C         

∎ 2  𝐈  

  𝐈  أ 3 ∎

 𝐈𝐈  ∎ 1 

= 𝜑 𝑥: ٗؼزجش اُذاُخ  𝑒𝑥 − 𝑥 − 1  

= 𝜑′ 𝑥:  ُذ٣٘ب  𝑒𝑥 − 1  

𝑥ارا ًبٕ   = = 𝜑′ 𝑥:     كبٕ 0 0  

 :ٗغز٘زظ عذٍٝ اُزـ٤شاد اُزب٢ُ 

0 𝑥 

0 

−∞ +∞ 

+∞ 
𝜑 

− 𝜑′(𝑥) 0 + 

  0 ٝ ه٤ٔزٜب اُذ٣ٞٗخ ٢ٛ ℝ داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ 𝜑ٗلاؽع إٔ 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    ارٕ    𝜑 𝑥 ≥ 0  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    أ١    𝑒𝑥 ≥  𝑥 + 1   

 𝐈𝐈  ∎ 2 

𝑥ارا ًبٕ   > < 𝜑′ 𝑥:     كبٕ 0 0  

𝑥ارا ًبٕ   < > 𝜑′ 𝑥:     كبٕ 0 0  

lim : ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = +∞ 

+∞ 

 ∀𝑥𝜖ℝ+   ;   𝑒𝑥 ≥ 𝑥 +  1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ       1

⟺     
1

𝑒𝑥
≤

1

𝑥 + 1
 

⟺     𝑒−𝑥 ≤
1

𝑥 + 1
 

⟺   ∀𝑥 > 0    ;    𝑥𝑒−𝑥 ≤
𝑥

𝑥 + 1
 

⟺   ∀𝑥 > 0    ;    
𝑥2

𝑥
𝑒−𝑥 ≤

𝑥

𝑥 + 1
 

⟺   ∀𝑥 > 0    ;    𝑥2𝑓 𝑥 ≤
𝑥

𝑥 + 1
 

 𝐈𝐈  ∎ 3 أ 

𝑛ٖٓ أعَ   = 𝑢0  ُذ٣٘ب  0 = 1   

0 :٣ؼ٢٘  < 𝑢0 ≤
1

0 + 1
 

𝑛ارٕ اُؼجبسح طؾ٤ؾخ ثبُ٘غجخ ُـ   = 0   

         C ارٕ ٓؾٞس الأسار٤ت ٓوبسة ػٔٞد١ ُـ

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥  
𝑒𝑥

𝑥
− 1 −

1

𝑥
 =  : ٝ ُذ٣٘ب  ∞+

  𝐈  ب 3 ∎
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;   𝑛𝜖ℕ∀    :ٗلزشع إٔ      0 < 𝑢𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
 

𝑢𝑛 ٗ٘طِن ٖٓ اُطشف ≤
1

𝑛 + 1
 

⟺        𝑛 + 1 𝑢𝑛 ≤ 1 

⟺       𝑛 𝑢𝑛 + 𝑢𝑛 ≤ 1 

⟺       𝑛 𝑢𝑛 +  2𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 ≤ 1 

⟺       𝑛 𝑢𝑛 + 2𝑢𝑛 ≤ 1 + 𝑢𝑛  

⟺        𝑛 + 2 𝑢𝑛 ≤  1 + 𝑢𝑛  

⟺       
 𝑛 + 2 𝑢𝑛

 1 + 𝑢𝑛 
≤ 1 

 ⋇  ⟺       
𝑢𝑛

1 + 𝑢𝑛
≤

1

𝑛 + 2
 

 ⋇⋇  

𝑢𝑛ٝ ُذ٣٘ب  ≥  2 :  ارٕ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ        0

      𝑢𝑛 2𝑓 𝑢𝑛   ≤
𝑢𝑛

1 + 𝑢𝑛
 

≥   𝑢𝑛 2𝑓 𝑢𝑛       : ٗغز٘زظ إٔ  ⋇⋇  ٝ  ⋇ ٖٓ 
1

𝑛 + 2
 

𝑛 ارٕ اُؼجبسح طؾ٤ؾخ ثبُ٘غجخ ُـ  + 1   

⟺   ∀𝑛𝜖ℕ    ;    0 <  𝑢𝑛 2𝑓 𝑢𝑛 ≤
1

𝑛 + 2
 

⟺   ∀𝑛𝜖ℕ    ;    0 < 𝑢𝑛+1 ≤
1

 𝑛 + 1 + 1
 

;   𝑛𝜖ℕ∀   ⟺ :ٝ ثبُزب٢ُ     0 < 𝑢𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
 

 𝐈𝐈  ∎ 3 ب 

lim  ٝ   ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ  :كبٕ 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 0 

 ٌٖ٤ُ𝑘𝜖ℕ.  ُذ٣٘ب ؽغت رؼش٣ق أُززب٤ُخ 𝑢𝑛 𝑛:  

 ∀𝑘𝜖ℕ   ;  𝑢𝑘 = 𝑢𝑘−1𝑒
−𝑢𝑘−1  

⟺       ∀𝑘𝜖ℕ     ;    
1

𝑢𝑘
=

𝑒𝑢𝑘−1

𝑢𝑘−1
 

⟺    ∀𝑘𝜖ℕ    ;      ln  
1

𝑢𝑘
 = ln  

𝑒𝑢𝑘−1

𝑢𝑘−1
  

⟺    ∀𝑘𝜖ℕ     ;     ln  
1

𝑢𝑘
 = ln 𝑒𝑢𝑘−1 − ln 𝑢𝑘−1  

⟹      ln  
1

𝑢𝑘
 

𝑛

𝑘=1

 =  𝑢𝑘−1

𝑛

𝑘=1

−  ln 𝑢𝑘−1 

𝑛

𝑘=1

 

⟹      ln  
1

𝑢𝑘
 

𝑛

𝑘=1

 =  𝑢𝑘

𝑛−1

𝑘=0

−  ln 𝑢𝑘 

𝑛−1

𝑘=0

 

⟹   𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
  +   ln  

1

𝑢𝑘
 

𝑛−1

𝑘=1

 = 𝑣𝑛 −  ln 𝑢𝑘 

𝑛−1

𝑘=1

− ln 𝑢0    
∥
0

 

⟹     𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
  +   ln  

1

𝑢𝑘
 +  ln 𝑢𝑘 

𝑛−1

𝑘=1

𝑛−1

𝑘=1

  = 𝑣𝑛  

⟹     𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
  +   ln  

1

𝑢𝑘
 + ln 𝑢𝑘  

𝑛−1

𝑘=1

 = 𝑣𝑛  

⟹     𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
  +  ln  

𝑢𝑘

𝑢𝑘
 

𝑛−1

𝑘=1

 = 𝑣𝑛  

⟹     𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
  +   ln 1 

𝑛−1

𝑘=1

 = 𝑣𝑛  

⟹     𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
  +  0 = 𝑣𝑛  

⟹     𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
   = 𝑣𝑛  

 𝐈𝐈  ∎ 4 أ 

 𝐈𝐈  ∎ 4  ب

𝑙𝑛   : ٝ ُذ٣٘ب   
1

𝑢𝑛
   = 𝑣𝑛  

lim : ُذ٣٘ب 
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 

lim :ارٕ 
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = lim
𝑛→+∞

ln  
1

𝑢𝑛
 = +∞ 

> 𝑛𝜖ℕ   ;   0∀    :ثٔب إٔ  𝑢𝑛 ≤  
1

𝑛 + 1
 

     
 

𝟎 

𝑛∞ 𝑛∞ 

𝟎 
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 𝐈𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

 ٌٖ٤ُ  :𝑥 > 0   

 
1

𝑡

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 =  ln 𝑡 𝑥2

4𝑥2
= ln 4𝑥2 − ln 𝑥2 = ln 4 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

 ٌٖ٤ُ𝑥 > – ارٕ 0 𝑥 < 0  

𝑥∀ :     ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ  > 0   ;  −𝑥 ≤ 𝑒−𝑥 − 1 ≤ 0  

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

 ٌٖ٤ُ𝑥ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب  

𝑡−:  ُذ٣٘ب  < 𝑒−𝑡 − 1 ≤ 0 ٚ٘ٓ ٝ     :−1 <
𝑒−𝑡

𝑡
−

1

𝑡
≤ 0    

𝑥∀ :     ُذ٣٘ب  > 0   ;  −3𝑥2 ≤ 𝐹 𝑥 − ln 4 ≤ 0  

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2  ب

 داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش ٝ ٗؼِْ إٔ 𝐹ٝ ثبُزب٢ُ 

 . ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝐹الإشزوبم ٣غزِضّ الإرظبٍ ارٕ 

 ٌٖ٤ُ𝑡 ػذدا ؽو٤و٤ب ثؾ٤ش 𝑡 ≥  ارٕ  1
1

𝑡
≤ 1   

ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ           

: 

 𝐈𝐈  1  ∀𝑥𝜖ℝ   ;  𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1 

𝑒−𝑥 :٣ؼ٢٘  − 1 ≥ −𝑥 

𝑒−𝑥 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑥−ٖٓ أعَ اُؼذد  ≥ −𝑥 + 1 

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑒−𝑥 < 𝑒−𝑥:     ٣ؼ٢٘ 1 − 1 ≤ 0   

− 1
4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 <  𝑓(𝑡)

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 −   

1

𝑡
 

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 ≤  0

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 

⟺    −3𝑥2 < 𝐹 𝑥 − ln 4 ≤ 0 

⟺ 

⟺    −3𝑥2 <
𝐹 𝑥 − 2 ln 2

𝑥
≤ 0 

⟺    −3𝑥2 <
𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
≤ 0 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑥→0+

−3𝑥 = lim
𝑥→0+

0 = 0 

lim : كبٕ 
𝑥→0+

𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
= 0 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 3  أ

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 3  ب

𝑡∀ :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ        ≥ 1   ;   𝑓(𝑡) ≤ 𝑒−𝑡     

𝑓   ∀𝑡ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اُزٔض٤َ أُج٤ب٢ٗ ُِذاُخ  > 0   ;   𝑓(𝑡) ≥ 0 

⟹     ∀𝑡 > 1   ;   𝑓(𝑡) ≥ 0 

 ٚ٘ٓ ٝ      : ∀𝑡 ≥ 1   ;   0 < 𝑓(𝑡) ≤ 𝑒−𝑡  

 أ

⟹    0 <  𝑓(𝑡)
4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 ≤  𝑒−𝑡

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 

⟹    0 < 𝐹 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥2
− 𝑒−4𝑥2

 

⟹    0 < 𝐹 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥2
 1 − 𝑒−3𝑥2

  

lim : ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑒−𝑥2
 1 − 𝑒−3𝑥2

 = 0 1 − 0 = 0 

lim :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = 0 

⟺     𝑓(𝑡) ≤ 𝑒−𝑡  

,0  داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ  𝑓ُذ٣٘ب  +∞    

 ∎  𝐈𝐈𝐈  أ 4

  .𝜑ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ ٗشٓض ُٜب ثبُشٓض 

= 𝜑′ 𝑥:   ثؾ٤ش  𝑓(𝑥)  

𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡   ;    𝑥 >  :ُذ٣٘ب  0

⟺       𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
0

𝑥2
𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)

4𝑥2

0

𝑑𝑡 

⟺       𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
4𝑥2

0

𝑑𝑡 −  𝑓(𝑡)
𝑥2

0

𝑑𝑡  

⟺       𝐹 𝑥 = 𝜑 4𝑥2 − 𝜑 𝑥2   

⟹      𝐹′ 𝑥 = 8𝑥𝜑′ 4𝑥2 − 2𝑥𝜑′ 𝑥2   

⟹      𝐹′ 𝑥 = 8𝑥𝑓 4𝑥2 − 2𝑥𝑓 𝑥2   

⟹      𝐹′ 𝑥 =
8𝑥𝑒−4𝑥2

4𝑥2
−

2𝑥𝑒−𝑥2

𝑥2
 

⟹      𝐹′ 𝑥 =
2𝑒−4𝑥2

𝑥
−

2𝑒−𝑥2

𝑥
 

⟹      𝐹′ 𝑥 =
2𝑒−𝑥2

 𝑒−3𝑥2
− 1 

𝑥
 

 :  ٗغذ 𝑒−𝑡ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ك٢ اُؼذد اُؾو٤و٢ أُٞعت هطؼب  

𝑒−𝑡

𝑡
≤ 𝑒−𝑡  
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4  𝐈𝐈𝐈  ∎ ب 

𝑒−3𝑥2  ٓزؼِوخ ثبشبسح  𝐹′(𝑥) ٝ ٓ٘ٚ كبٕ اشبسح 
− 1   

𝑥:   ٝ ُذ٣٘ب  > 3𝑥2−:     ارٕ 0 < 0 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑒−3𝑥2
< 1   

𝑒−3𝑥2:    أ١ 
− 1 < 0.   

𝑥∀ :    ٝ ثبُزب٢ُ  > 0   ;   𝐹′ 𝑥 < 0   

 : ًٔب ٢ِ٣ 𝐹ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

𝑥:  ُذ٣٘ب  >  :      ارٕ 0
2𝑒−𝑥2

𝑥
> 0 

𝑥 

𝟐 𝐥𝐧 𝟐 

0 +∞ 

0 

2 ln 2 

𝐹 

𝐹′(𝑥) − 

4  𝐈𝐈𝐈  ∎ ج 

𝓞 𝓲 

𝓳 

  ٌٖ٤ُ𝑥 >  .عٞف ٗغزؼَٔ ٌٓبِٓخ ثبلأعضاء  .0

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 5  أ

= 𝑢 𝑡:  ٗؼغ  ln 𝑡 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑢′ 𝑡 =
1

𝑡
   

𝑣:  ٝ ٗؼغ  ′ 𝑡 = 𝑒−𝑡 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑣 𝑡 = −𝑒−𝑡   

= 𝐺 𝑥 :ُذ٣٘ب   𝑒−𝑡
4𝑥

𝑥

ln 𝑡 𝑑𝑡 =  𝑢𝑣 −  𝑣𝑢′ 

⟺      𝐺 𝑥 =  − ln 𝑡 ∙ 𝑒−𝑡 𝑥
4𝑥 −  

−𝑒−𝑡

𝑡

4𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

⟺      𝐺 𝑥 = 𝑒−𝑥 ln 𝑥 − 𝑒−4𝑥 𝑙𝑛 4𝑥 +  
𝑒−𝑡

𝑡

4  𝑥 
2

  𝑥 
2

𝑑𝑡 

⟺      𝐺 𝑥 = 𝑒−𝑥 ln 𝑥 − 𝑒−4𝑥 𝑙𝑛 4𝑥 + 𝐹  𝑥  

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 5 ب 

lim
𝑥→0+

 𝑒−𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑒−𝑥 1 − 𝑒−3𝑥 𝑙𝑛 𝑥 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

 3𝑥𝑒−𝑥       
𝑒−3𝑥 − 𝑒0

−3𝑥 − 0
 

         
 𝑥 𝑙𝑛 𝑥      = 0 

0 
1 

0 

𝒙 → 𝟎+ 
𝒙 → 𝟎+ 

𝒙 → 𝟎+ 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 5 ج 

= 𝐺 𝑥 : ُذ٣٘ب  𝐹  𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 4 + ln 𝑥 + 𝑒−𝑥 ln 𝑥 

⟺    𝐺 𝑥 = 𝐹  𝑥 +  𝑒−𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 4 

 lim
𝑥→0+

 𝐺 𝑥 = lim
𝑥→0+

 𝐹  𝑥    +  𝑒−𝑥 − 𝑒−4𝑥 𝑙𝑛 𝑥           − 𝑒−4𝑥 𝑙𝑛 4         

0 ln 4 −ln 4 

𝒙 → 𝟎+ 𝒙 → 𝟎+ 𝒙 → 𝟎+ 

lim  : ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑥→0+

 𝐺 𝑥 = 0 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين




