
 

 

 

 

 

 

   

 الإوتحــــــاُ الٕطني المٕحد 
 لٍٗن شّادٚ البكالٕزٖـــــــــــــا

 2012الدٔزٚ العــــــــــــادٖٛ  
 

 المملكة المغربية

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات و تكوين الأطر  و البحث  العلمي وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي

  وــــادٚ السٖــــــــــــــاضٗات
 العمًٕ التجــــــــسٖبٗٛ بمطالكّا
 العمًٕ التكٍٕلٕجــــٗٛ بمطمكّٗا

 7المعاون   -  3hودٚ الامدــاش 
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,𝒪 َؼزجش فٙ انفضبء انًُغٕة إنٗ يؼهى يزؼبيذ يًُظى يجبشش  𝑖 , 𝑗 , 𝑘     انُمظ 𝐴 1,1,−1            

 ٔ𝐵(0,1,−2) ٔ 𝐶 3,2,1  انفهكخ ٔ  𝒮  انزٙ يؼبدنزٓب  :𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 − 2𝑧 − 1 = 0  

( ن 3): التمريه الأول   

𝐵 " : ٘ٔ5يغًٕع الأػذاد انزٙ رحًهٓب انجٛذلبد انًغحٕثخ ٚغب "  

  .3   ٔ أٌ شؼبػٓب ٚغبٔ٘  Ω 1,0,1 ْٕ انُمطخ   𝒮 ثٍٛ أٌ يشكض انفهكخ 
∧      𝐴𝐵: ثٍٛ أٌ  𝐴𝐶       ٌرحمك يٍ أ ٔ  :𝑥 − 𝑧 − 2 =   𝐴𝐵𝐶  ْٙ يؼبدنخ دٚكبسرٛخ نهًغزٕٖ 0

, 𝑑 Ω: رحمك يٍ أٌ  .  𝐴𝐵𝐶  =  ٔفك  𝒮  ٚمطغ انفهكخ  𝐴𝐵𝐶  صى ثٍٛ أٌ انًغزٕٖ 2 
  .1 شؼبػٓب  Γ دائشح 
   . 𝐴𝐵𝐶  انؼًٕد٘ ػهٗ انًغزٕٖ  Ω انًغزمٛى انًبس يٍ انُمطخ  Δ نٛكٍ 

𝑥     :ثٍٛ أٌ  = 1 + 𝑡𝑦 = 0       𝑧 = 1 − 𝑡   ;    𝑡𝜖ℝ      رًضٛم ثبسايزش٘ نهًغزمٛى  ∆ .  

   . 𝐴𝐵𝐶   ْٕ   2,0,0  ٔ انًغزٕٖ   ∆  َمطخ رمبطغ انًغزمٛى 𝐻ثٍٛ أٌ يضهٕس إحذاصٛذ 
  . Γ اعزُزظ يشكض انذائشح 

( ن 3 ) : الثاويالتمريه   

𝑧2:   انًؼبدنخ ℂحم فٙ يغًٕػخ الأػذاد انؼمذٚخ  − 12𝑧 + 61 = 0  
,𝒪 َؼزجش انًغزٕٖ انؼمذ٘ انًُغٕة إنٗ يؼهى يزؼبيذ يًُظى يجبشش  𝑒1    , 𝑒2      انُمظ 𝐴 ٔ 𝐵 ٔ 𝐶 ٙانز 

𝑎:   ثحٛش 𝑎 ٔ 𝑏 ٔ 𝑐: أنحبلٓب ػهٗ انزٕانٙ  = 6 − 5𝑖  ٔ  𝑏 = 4 − 2𝑖  ٔ  𝑐 = 2 + 𝑖.  

أحغت   
𝑎−𝑐𝑏−𝑐 اعزُزظ أٌ انُمظ ٔ   𝐴 ٔ 𝐵 ٔ 𝐶 يغزمًٛٛخ . 

𝑇  ْٕ 𝑑 ثبلإصاحخ 𝐶 صٕسح انُمطخ 𝐷رحمك أٌ نحك انُمطخ  = 3 + 6.   
𝑑−𝑐𝑏−𝑐: ثٍٛ أٌ  = −1 + 𝑖    ٌ3   :ٔ أ𝜋

4
1− ػًذح نهؼذد انؼمذ٘   + 𝑖   

   .        𝐶𝐵      ,𝐶𝐷 اعزُزظ لٛبعب نهضأٚخ انًٕعٓخ  

( ن 3 ) : الثالثالتمريه   

 1   ٔ خًظ ثٛذلبد رحًم انؼذد 0ثٛذلخ ٔاحذح رحًم انؼذد : ٚحزٕ٘ كٛظ ػهٗ صًبَٙ ثٛذلبد 

  .(لا ًٚكٍ انزًٛٛض ثُٛٓب ثبنهًظ  ) 2ٔ ثٛذلزبٌ رحًلاٌ انؼذد 
  " .4يغًٕع الأػذاد انزٙ رحًهٓب انجٛذلبد انًغحٕثخ ٚغبٔ٘ : " 𝐶 " .انحصٕل ػهٗ صلاس ثٛذلبد رحًم أػذادا يخزهفخ يضُٗ يضُٗ : " 𝐴 :َغحت ػشٕائٛب ٔ فٙ آٌ ٔاحذ صلاس ثٛذلبد يٍ انكٛظ ٔ َؼزجش الأحذاس انزبنٛخ 

 أ

𝑢   𝑢    َؼزجش الإصاحخ𝑇 1  ْٕ      حٛش نحك      راد انًزغٓخ + 5𝑖   
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( ن 3 ) : الرابعالتمريه   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   رحمك يٍ أٌ    𝑢𝑛+1 − 12 =
10

11
 𝑢𝑛 − 12   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   ثٍٛ ثبنزشعغ أٌ    𝑢𝑛 < 12  
 .  رضاٚذٚخ لطؼب 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ ثٍٛ أٌ انًززبنٛخ  

 .  يزمبسثخ𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ اعزُزظ أٌ انًززبنٛخ  
;   𝑛𝜖ℕ∀ :     انًززبنٛخ انؼذدٚخ ثحٛش 𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ نزكٍ     𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 12. 

lim𝑛∞ 𝑢𝑛 ;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ثٍٛ أٌ     𝑢𝑛 = 12 −  10

11
 𝑛       صى أحغت انُٓبٚخ   

( ن 8 ) : الخامسالتمريه   

𝑥2 :  ثٍٛ أٌ  − 1   ٔ  2𝑥2 ln 𝑥 ٗ0   نًٓب َفظ الإشبسح ػه; 1                             . 
;𝑥 𝜖  0 ∀:   صى اعزُزظ أٌ  1   ;   𝑔(𝑥) ≤ 0  

𝑥2 ثٍٛ أٌ   − 1   ٔ  2𝑥2 ln 𝑥 ٗ1   نًٓب َفظ الإشبسح ػه; +∞                             

;𝑥 𝜖  1 ∀:   صى اعزُزظ أٌ  +∞   ;   𝑔(𝑥) ≥ 0  

;𝑥 𝜖  0 ∀:  ثٍٛ أٌ  +∞   ;   𝑓 ′ 𝑥 =
𝑔(𝑥)𝑥  (  ل ُْذعٛب انُزٛغخ ِّٔ 𝑓ٔ أ ′ 1 = 0 ). 

;0  رُبلصٛخ ػهٗ انًغبل 𝑓اعزُزظ أٌ انذانخ  ;1  ٔ رضاٚذٚخ ػهٗ انًغبل   1 +∞ .   
;0  ػهٗ 𝑓إػظ عذٔل رغٛشاد انذانخ  ;𝑥 𝜖  0 ∀:  صى ثٍٛ أٌ  ∞+ +∞   ;   𝑓(𝑥) ≥ 0.  

𝑢:   ثٍٛ أٌ  ∶ 𝑥  →   
𝑥3

3
− 𝑥  دانخ أصهٛخ نهذانخ  𝑣 ∶ 𝑥  →   𝑥2 −    .ℝ  ػهٗ  1

𝑢𝑛+1  :  انًؼشفخ ثًب ٚهٙ 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ َؼزجش انًززبنٛخ انؼذدٚخ   =
10

11
𝑢𝑛 +

12

11
  ;    ∀𝑛𝜖ℕ 𝑢0 = 11                                          

  

∞+→lim𝑥        صى ثٍٛ أٌ                         أحغت  𝑓(𝑥) lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥)𝑥 = +∞ 

𝑥2   :  ثبعزؼًبل يكبيهخ ثبلأعضاء، ثٍٛ أٌ  − 1 2

1

ln 𝑥 𝑑𝑥 =
2

9
 1 + 3 ln 2  

;0  انذانخ انؼذدٚخ انًؼشفخ ػهٗ 𝑔نزكٍ  = 𝑔 𝑥:       ثًب ٚهٙ  ∞+ 𝑥2 − 1 + 2𝑥2 ln 𝑥 

,𝒪  فٙ يؼهى يزؼبيذ يًُظى  𝑓 انًُحُٗ انًًضم نهذانخ      ٔ نٛكٍ    𝑖 , 𝑗     (   3انٕحذح 𝑐𝑚2  )  𝟏𝟏𝟎𝟏𝟐  C 

 C  𝟏𝟏𝟎𝟏𝟐  . ٚزى رحذٚذ ارغبّْ ∞+ٔ اعزُزظ أٌ انًُحُٗ           ٚمجم فشػب شهغًٛب ثغٕاس 

,𝒪 أَشئ انًُحُٗ           فٙ انًؼهى   𝑖 , 𝑗   .    𝟏𝟏𝟎𝟏𝟐  C 

       يغبحخ حٛض انًغزٕٖ انًحصٕس ثٍٛ انًُحُٗ           ٔ يحٕس الأفبصٛم𝑐𝑚2أحغت ثـ  
𝑥ٔ انًغزمًٍٛٛ انهزٍٚ يؼبدنزبًْب   = 1  ٔ  𝑥 = 2.   

 𝟏𝟏𝟎𝟏𝟐  C 

10  ُْذعٛخ أعبعٓب  𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ ثٍٛ أٌ انًززبنٛخ  

11
𝑛.  𝑣𝑛 ثذلانخ          صى أكزت   

ل انُزٛغخ ُْذعٛب                      :           ثٍٛ أٌ  ِّٔ +lim𝑥→0 .ٔ أ
𝑓(𝑥) = +∞ 

;0  انًؼشفخ ػهٗ 𝑓َؼزجش انذانخ انؼذدٚخ  = 𝑓 𝑥   :   ثًب ٚهٙ  ∞+  𝑥2 − 1 ln 𝑥 
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  وزارة التربية الوطنية والتعليم العالي وتكوين الأطر والبحث العلمي                 المملكة المغربية

 و شعبة العلوم والتكنولوجيا بمسلكيها بمسالكـهاشعبة العلوم التجريبية                               

                     7: المعامل    ساعات            3: مدة الانجازضيات    مادة الريا              المركز الوطني للتقويم والامتحانات
 

  )ن 3: (التمرين الأول

)لنبين أن مركز الفلكة  )1 )S  هي النقطة( )1,0,1Ω  و أن شعاعهاr 3=:          0,25 + 0,25 

2ينا لد     2 2 2 2 1 0x y z x z+ + − − − )معادلة ديكارتية للفلكة  = )S   

)ومنه  ) 2 2 2S : 2 2 1 0x x y z z− + + − − )إذن  = ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

S : 1 1 0 1 1 1 0x y z− − + − + − − − =  

)أي  ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

S : 1 0 0 3x y z− + − + − )إذن    = ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 2 2

S : 1 0 0 3x y z− + − + − =  

)المعادلة المختصرة للفلكة )S  و بالتالي مركز الفلكة( )S  هي النقطة( )1,0,1Ω و شعاعها يساويr 3=  

∧لنبين أن  � - أ) 2 = −

���� ���� � ��

AB AC i k            0,5 

):   لدينا ) ( ) ( )− −C 3,2,1  ; B 0,1, 2  ; A 1,1, 1  

):  لدينا )− − −

����

B A B A B AAB , ,x x y y z z    ومنه  :( )− − − +

����

AB 0 1,1 1, 2 )     : إذن   1 )− −

����

AB 1,0, 1    

) و     )− − −

����

C A C A C AAC , ,x x y y z z   ومنه  :( )− − +

����

AC 3 1,2 1,1 )           :  إذن   1 )
����

AC 2,1,2  

 :إذن 
 −    ∧ =   − 

���� ����

1     2

AB AC   0      1

1     2

   

) : أي  ) ( ) ( )
− −

∧ = − + = + − − + + − −
− −

���� ���� � � �� � � ��  0    1 1      2 1  2
AB AC 0 1 2 2 1 0

1    2 1      2   0   1
i j k i j k  

∧: بالتالي و  = −

���� ���� � ��

AB AC i k        

−لنستنتج أن  �     − =2 0x z  معادلة ديكارتية للمستوى هي( )ABC :   0,25  

)لدينا : 1طريقة )∧ −

���� ����

AB AC 1,0, )متجهة منظمية على المستوى  1 )ABC   

) :إذن      ) + − + =ABC :1 0 1 0x y z d معادلة ديكارتية للمستوى( )ABC  

)و بما أن  )∈A ABC فإن مثلوث إحداثياتها يحقق المعادلة الديكارتية للمستوى( )ABC.  

  ( ) ( ) ( )− ∈ ⇔ − − + =A 1,1, 1 ABC 1 1 0d إذن + =2 0d  أي = −2d   

−وبالتالي  − =2 0x z  هي معادلة ديكارتية للمستوى( )ABC .  

)لدينا:  2طريقة )= ∧ −

� ���� ����

n AB AC 1,0, )متجهة منظمية على المستوى  1 )ABC     

)     :إذن            ) ( )

   −       Μ ∈ = ⇔ − =        − +   

� ����

  1 1

, , ABC : n.AM 0   0 . 1 0

1 1

x

x y z y

z

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Μ ∈ ⇔ − + − − + = ⇔ − − − =, , ABC 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0x y z x y z x z   

−: و بالتالي − =2 0x z هي معادلة ديكارتية للمستوى( )ABC .  
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)حقق من أنتلن-ب )( ), ABC 2d Ω )أن المستوى بينثم لن = )ABC فلكة يقطع ال( )S وفق دائرة( )Γ شعاعها=r 1:  

−لدينا       − =2 0x z هي معادلة ديكارتية للمستوى( )ABC  و( )1,0,1Ω  

)إذن )( )
2 2 2

, ABC
ax by cz d

d
a b c

Ω Ω Ω+ + +
Ω =

+ +
)ومنه   )( )

( )
22 2

1 1 0 1 1 2 1 0 1 2 2
, ABC 2

1 1 21 0 1
d

× + − × − + − −
Ω = = = =

++ + −
  

)إذن  )( ), ABC 2d Ω rو  = )وبما أن =3 )( ), ABC rΩ <d )فإن المستوى    )ABC  يقطع الفلكة( )S  وفق

)دائرة )Γ شعاعها  ( ) ( )= − = − =
2 2

2 2R r 3 2 1d.       0,25+ 0,25+ 0,5  
  

)لنبين أن  - أ) 3 )

1 t

0 ; t

1 t

x

y

z

 = +

 = ∈

 = −

ℝ  تمثيل بارامتري للمستقيم( )والعمودي على المستوى Ωالمار من ∆( )ABC:  

)بما أن المستقيم )عمودي على المستوى∆( )ABC فإن∧ = −

���� ���� � ��

AB AC i k منظمية علىالمتجهة ال ( )ABC هي  

)متجهة موجهة للمستقيم ) و ∆( )Ω ∈ ∆  

)إذن ) ( ), ,x y zΜ ∈ )تكافئ أن ∆ )

   −        Μ ∈ ∆ ⇔ ∃ ∈ ΩΜ − = ∧        − −   

���� ���� ����
ℝ

1   1

t / 0 tAB AC   0

1 1

x

y

z

 :و بالتالي 
1 t

0 0

1 t

x

y

z

− =


− =
 − = −

   

)إذن )

1 t

0     t

1 t

x

y

z

 = +

 = ∈

 = −

ℝ  تمثيل بارامتري للمستقيم( )∆.                         0,25  

  

)نقطة تقاطع المستقيم Hمثلوث إحداثيات  لنبين أن -ب     )و المستوى ∆( )ABC هو( )2;0;0 :   0,25  

): لنحل تحليليا النظمة )

1 t

0
t

1 t

2 0

x

y

z

x z

 = +


 =

∈
 = −

 − − =

ℝ   ومنه( )

1 t

0
t

1 t

1 t 1 t 2 0

x

y

z

 = +


 =

∈
 = −

 + − + − =

ℝ   

)يعني )

1 t

0
t

1 t

2t 2 0

x

y

z

 = +


 =

∈
 = −

 − =

ℝ يعني ( )

1 t

0
t

1 t

2t 2

x

y

z

 = +


 =

∈
 = −

 =

ℝ يعني  ( )

1 t

0
t

1 t

t 1

x

y

z

 = +


 =

∈
 = −

 =

ℝ  إذن

1 1 2

0

1 1 0

t 1

x

y

z

= + =


=


= − =
 =

  

)نقطة تقاطع المستقيم Hمثلوث إحداثيات و بالتالي  )و المستوى ∆( )ABC هو( )2;0;0.  
  

) مركز الدائرة ستنتجلن - ج )Γ :       0,25  

� ( )H )نقطة تقاطع المستقيم 0;0;2 )و المستوى ∆( )ABC هي المسقط العمودي للنقطةΩ ةمركز الفلك( )S  

)و بما أن الفلكة    )S  المستوى تقطع( )ABC  وفق دائرة فإن( )H )هي مركز الدائرة  0;0;2 )Γ .  
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  الوطنية والتعليم العالي وتكوين الأطر والبحث العلميوزارة التربية                  المملكة المغربية
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  7: ملساعات               المعا 3: مادة الرياضيات    مدة الانجاز              المركز الوطني للتقويم والامتحانات

  

  ) ن 3: (التمرين الثاني

2: المعادلةمجموعة الأعداد العقدية   ℂلنحل في) 1 12 61 0z z− + =  

=61 ; 12 ; 1 :لدينا     = − =a b c و ( )
22 4 12 4 1 61 144 244 100b ac∆ = − = − − × × = − = −  0,25  

∆0بما أن       بل حلين مترافقينفإن المعادلة تق ≠

  ( )
1

2 6 512 10

2 2 1 2

ib i i
z

a

+− + −∆ +
= = =

×
) و   )

2

2 6 512 10

2 2 1 2

ib i i
z

a

−− − −∆ −
= = =

×
     

1: و بالتالي  6 5z i= 2و  + 6 5z i= }      :إذن   − }S=  6 5  ,  6 5  i i+ −   0,25  +0,25  

a لنحسب  - أ) 2 c

b c

−

−
  0,25+  0,25   :مستقيمية Cو Bو Aأن النقط  نتجلنستو   

)لدينا  )2 2 36 5 2 4 6
2

4 2 2 2 3 2 3

ia c i i i

b c i i i i

−− − − − −

= = = =

− − − − − −

aو بما أن   c

b c

−
∈

−

ℝ  فإن النقطA وB وC مستقيمية.  

)ذات المتجهة  Tبالإزاحة  Cصورة النقطة Dلنتحقق من أن لحق النقطة -ب   )u 1 5i+

�

3هو   6d i= + :  

) لدينا   )T C D CD u 1 5 1 5 1 5 2 3 6d c i d i c i i i= ⇔ = ⇔ − = + ⇔ = + + = + + + = +

���� �

   

)ذات المتجهة  Tبالإزاحة  Cصورة النقطة Dو بالتالي لحق النقطة )u 1 5i+

�

3هو   6d i= + .  0,25  +0,25 

1 :لنبين أن � - ج
d c

i
b c

−
= − +

−
   0,5   

):    1طريقة )( )
( ) ( )

( )1 5 2 3 13 13 6 2 1 5 2 3 10 15 13 13

4 2 2 2 3 2 3 2 3 2² 3² 13 13

i i id c i i i i i i

b c i i i i i

+ + − +− + − − + + + − − +
= = = = = =

− − − − − − + +
  

1       و منه
d c

i
b c

−
= − +

−
  

)     :2طريقة )( )
( )( )

( )( ) ( )( )1 5 1 1 5 1 1 5 13 6 2 1 5
1

4 2 2 2 3 2 3 1 2 2 3 3 1 5

i i i i i id c i i i
i

b c i i i i i i i i

+ − + + − + + − +− + − − +
= = = = = = − +

− − − − − − − + − + + + +
   

3لنبين أن �     

4

π  1عمدة للعدد العقدي i− + :  0,25  

1نا لدي �
d c

i
b c

−
= − +

−
)ومنه   )

2 21 1 2
d c

b c

−
= − + =

−
   

) و      )( )
( )Re 1 1 2

arg 1
1 22

− +
− + = = − = −

− +

i
cos i

i
) و   )( )

( )Im 1 1 2
arg 1

1 22

− +
− + = = =

− +

i
sin i

i
  

)إذن  ) [ ]
3

arg 1 2
4 4

π π
π π− + = − =i   3بالتالي و

4

π  1عمدة للعدد العقدي i− + .  

)ستنتج قياسا للزاوية الموجهة لن -د  )CB;CD
���� ����

 :   0,25  +0,25  

( ) ( )CB;CD arg arg 1
d c

i
b c

 − = = − +  −

���� ����

)و بالتالي   ) [ ]
3

CB;CD 2
4

π

π=

���� ����
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  وزارة التربية الوطنية والتعليم العالي وتكوين الأطر والبحث العلمي                 المملكة المغربية

 و شعبة العلوم والتكنولوجيا بمسلكيها بمسالكـهاشعبة العلوم التجريبية                               

  7: ساعات               المعامل 3: مادة الرياضيات    مدة الانجاز              المركز الوطني للتقويم والامتحانات

  

  ) ن 3: (التمرين الثالث

            �� ����� �                  يس يضم ثمان بيدقاتثلاث بيدقات من ك تآنيانسحب عشوائيا 

                                                                

) لنبين أن  )1 )
5

A
28

p =:  

    A:  " مختلفة مثنى مثنى رقاماثلاث بيدقات تحمل أنحصل على    : "{ }0;1;2  

    ( )
( )
( )

1 1 1

1 5 2

3

8

A C C C 1 5 2 10
A

C 56 56

card
p

card

× × × ×
= = = =

Ω
)بالتالي  و     )

5
A

28
p =                         0,5 + 0,5 

  

) أن لنبين )2 )
5

B
56

p =:  

B:  "5نحصل على ثلاث بيدقات تحمل أرقاما مجموعها يساوي : "   { }1;2;2  

( )
( )
( )

1 2

5 2

3

8

B C C 5 1
B

C 56

card
p

card

× ×
= = =

Ω
)  بالتالي و     )

5
B

56
p =                                                    0,5 + 0,5         

  

) أن لنبين ) 3 )
3

C
8

p =:  

C:  "4بيدقات تحمل أرقاما مجموعها يساوي نحصل على ثلاث    : "{ }أو  2;1;1{ }0;2;2  

( )
( )
( )

1 2 2 1

1 2 5 2

3

8

C C C C C 1 10 2 21
C

C 56 56

card
p

card

× + × + ×
= = = =

Ω
)  بالتالي و     )

3
C

8
p =                 0,5 + 0,5  
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  )ن 3: (لرابعلتمرين اا

): لنتحقق من أن) 1 )n 1 n

10
12 12

11
u u

+
− = ℕمن  nلكل  −      0,25 

nلدينا  n
n 1 n

10 12 132 10 12010 12
12 12

11 11 11 11

u u
u u

+

+ − −
− = + − = )وبالتالي  = )n 1 n

10
n ; 12 12

11
u u

+
∀ ∈ − = −ℕ  

   
n : أنبالترجع لنبين  - أ) 2 12u ℕمن  nلكل  >                 0,5 

0لنتحقق من أن  � 12u 0 لدينا:  > 11u 11 و = 0إذن    >12 12u <  �  

nنفترض أن � 12u nو نبين أن   > 1 12u
+

<  :  

n لدينا حسب فرضية الترجع 12u nومنه > 12 0u − 10و >
0

11
)إذن  < )n

10
12 0

11
u − <   

nأي  1 12u
+

nنستنتج أن  �و   � من  �ℕمن  n لكل > 12u         .ℕمن  nلكل  >
  

) المتتالية لنبين أن -ب     )nu تزايدية قطعا n:   0,5  

)  لدينا  )n n
n 1 n n n n

10 12 1110 12 1
12

11 11 11 11

u u
u u u u u

+

+ −
− = + − = = −  

nلدينا  12u ℕمن  nلكل  > n0و منه   12 u< − 11و     ):ℕمن  nلكل إذن  <0 )n

1
12 0

11
u− >   

nأي  1 n 0u u
+

− > )و بالتالي  ℕمن  nلكل   )nu  تزايدية قطعاn .  
  

)المتتالية  لنستنتج أن  - ج  )nu  0,25  :متقاربة  

)لدينا مما سبق أن المتتالية  )nu  تزايدية قطعاn  إذن المتتالية  12ومكبورة بالعدد( )nu  متقاربة .  
  

)ةالمتتالي لنبين أن � - أ )3 )nv 10أساسها  هندسية

11
:  0,25  

)لدينا )n 1 n 1 n

10
v 12 12

11
u u

+ +
= − = nو − nv 12u= n إذن − 1 n

10
v v

11
+

)بالتالي المتتاليةو  = )nv  10هندسية أساسها

11
.  

  :nبدلالة  nvلنكتب  �     

0لدينا  0v 12 11 12 1u= − = − =  و       0,25      −
n

n

n 0

10
v v q 1

11

 
= × = − ×  

 
  ℕ.   0,25من  nلكل  

لنبين أن � -ب
n

n

10
12

11
u

 
= −  

 
  ℕ  :             0,25من  nلكل  

nلدينا nv 12u= n و منه  − nv 12u = و  +
n

n

10
v

11

 
= − 

 
   ℕمن  nلكل  

  إذن    
n

n

10
12

11
u

 
= −  

 
  . ℕمن  nلكل  

)لنحسب نهاية المتتالية  �     )nu:  

لدينا 
n

n

10
12

11
u

 
= −  

 
10و  

1 1
11

− < و  >
n

n  + 

10
0

11
im

→ ∞

 
= 

 
l 0,25     إذنn

n  + 
12im u

→ ∞
=l    0,25  
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  ) ن 8: (التمرين الخامس

  

-I1 (� 2: لنبين أن 1x )و − )22x n xl لهما نفس الإشارة على المجال] [0;1:       0,25+0,25     

0لدينا  1x< 20و منه  > 1x< 21إذن  > 1 0x− < − 2و بالتالي إشارة  > 1x [سالبة على المجال − [0;1 .�  

)وإشارة  )22x n xl  هي إشارة( )n xl لأن لكلx من] [0;1:22 0x )و  < ) 0n x <l على المجال] [0;1   

)و بالتالي إشارة  )22x n xl مجالسالبة على ال] [0;1.�   

2إذن  1x )و − )22x n xl  لهما نفس الإشارة على المجال] [0;1 .  
  

)لنستنتج أن �     )g 0x [من xلكل ≥ ]0;1 : 0,25  

)نستنتج أن إشارة �و �من )2 21 2x x n x− + l سالبة على المجال] [سالبة على المجال gأي 1;0] [0;1   

2لأن مجموع دالتين سالبتين( 1x x −a و( )22x x n xa l و)  هي دالة سالبة( )g 1 0=   
  

)إذن نستنتج أن )g 0x [من xلكل ≥ ]0;1.  
  

2: لنبين أن � )2   1x )و − )22x n xl اللهما نفس الإشارة على المج] [1;  + ∞:    0,25+0,25   

1xلدينا  2و منه  < 1x 2إذن  < 1 0x − 2و بالتالي إشارة  < 1x [موجبة على المجال − [1;  + ∞ .�  

)وإشارة  )22x n xl  هي إشارة( )n xl لأن لكلx من] [1;  + ∞:22 0x )و  < ) 0n x >l على المجال] [1;  + ∞   

)و بالتالي إشارة  )22x n xl موجبة على المجال] [1;  + ∞.�   

2إذن  1x )و − )22x n xl  لهما نفس الإشارة على المجال] [1;  + ∞ .  
  

)لنستنتج أن �     )g 0x ]من xلكل ≤ [1;  + ∞  :   0,25   

)نستنتج أن إشارة �و �من )2 21 2x x n x− + l موجبة على المجال[ [1; + ]موجبة على المجال gأي ∞ [1; + ∞   

2لأن مجموع دالتين موجبتين( 1x x −a و( )22x x n xa l و)  هي دالة موجبة( )g 1 0=   
  

)إذن نستنتج أن )g 0x ]من xلكل ≤ [1; + ∞.  
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II1 (لنبين أن  -أ :( )
 0

  0

 
x
x

im f x
→
>

= + ∞l 0,25+ 0,25 :  ولنؤول النتيجة مبيانيا   

)لدينا )2

  0
  0

1 1
x
x

im x
→
>

− = −l و( )
  0
  0

 
x
x

im n x
→
>

= − ∞l l إذن( ) ( ) ( ) ( )2

  0
  0

1 1  
x
x

im x n x
→
>

− = − × − ∞l l وبالتالي( )
 0

  0

 
x
x

im f x
→
>

= + ∞l   

)و منه نستنتج أن )C  منحنى الدالةf  0يقبل مقاربا عموديا معادلتهx = .  

)لنحسب � -ب       )
  x
im f x

→ + ∞
l :   0,25   

)لدينا )2 2

     
1  

x x
im x im x

→ + ∞ → + ∞
− = = + ∞l l و( )

   
 

x
im n x

→ + ∞
= + ∞l l إذن( ) ( ) ( ) ( )2

   
1    

x
im x n x

→ + ∞
− = + ∞ × + ∞ = + ∞l l 

)وبالتالي )
  

 
x

im f x
→ + ∞

= + ∞l   

)لنبين أن � -ب )
  

 
x

f x
im

x→ + ∞
= + ∞lستنتج أن المنحنىو لن( )C يقبل فرعا شلجميا بجوار + ∞ :  0, 5+0,25    

لدينا
2 2

       

1
 

x x x

x x
im im im x

x x→ + ∞ → + ∞ → + ∞

 −
= = = + ∞ 

 
l l l و( )

   
 

x
im n x

→ + ∞
= + ∞l l إذن( )

2

   

1
 

x

x
im n x

x→ + ∞

 −
= + ∞ 

 
l l  

)وبالتالي )
  

 
x

f x
im

x→ + ∞
= + ∞l نحنىومنه نستنتج أن الم( )C يقبل فرعا شلجميا اتجاهه محور الأراتيب بجوار +  -أ) 2.∞

)لنبين أن  � )
( )g x

f x
x

′ [من  xلكل = [0;  + ∞ :    1   

[من  xلدينا لكل           [0;  + ∞ : ( ) ( ) ( )2 1f x x n x= − l   

)ومنه         ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )− + ′ ′′ = − + − = + − = 

 

l
l l l

2 2

2 2 2
1 21

1 1 2 1
x x n x

f x x n x x n x x n x x
x x

   

)و  ) ( )= − + l
2 2g 1 2x x x n x  وبالتالي( )

( )g x
f x

x
′ [من  xلكل = [0;  + ∞  .  

)هندسيا النتيجة  لنؤول �      )1 0f ′ =:    0,25   

)لدينا  )1 0f ′ )و منه يقبل المنحنى  = )C  مماسا أفقيا في النقطة( )A 1 ,0  

[ تناقصية على المجال fلنستنتج أن الدالة  -ب     ]و تزايدية على المجال  0,1[ [1,  + ∞ : 0,25+0,25   

)لدينا )
( )g x

f x
x

′ [من  xلكل = [0;  + )إذن إشارة ∞ )f x′  هي نفس إشارة( )g x لكلx  من] [0;  + ∞ :  

[إذا كان � ]0,1x )فإن ∋ )g 0x )أي ≥ ) 0f x′ [تناقصية على المجال  fو بالتالي  ≥ ]0,1.  

]إذا كان � [1,  x ∈ + )فإن ∞ )g 0x )أي ≤ ) 0f x′ ]تزايدية على المجال  fو بالتالي  ≤ [1,  + ∞ .  

   f:     0,25لننجز جدول تغيرات الدالة � - ج 

 + ∞                                            1                                     0   x  

                         +                     0                   −  ( )'f x  

 + ∞                                                                               + ∞    

                 0  

  

( )f x  

)لنبين أن �   ) ≥ 0f x  لكلx  من] [0;  + ∞ :     0,25   

=عند  fقيمة دنيا مطلقة للدالة 0لدينا        1x  إذن( ) ≥ 0f x  لكلxمن] [0;  + ∞ .  
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)لننشئ ) 3 )C  منحنى الدالةf:1     

  

a− لنبين أن - أ) 4

3

:
3

x
u x x  دالة أصلية للدالة−a

2 1x x على ℝ :     0, 5   

a− لدينا      
3 1x x  دالة متصلة علىℝ لأنها دالة حدودية و ( )

3 2
2x 3

 ; ' = 1 1
3 3

x
x u x x x

′  ∀ ∈ − = − = −   
ℝ   

a−إذن     

3

:
3

x
u x x  دالة أصلية للدالة−a

2 1x x على ℝ .   

  

):  لنبين باستعمال المكاملة بالأجزاء أن  -ب     ) ( ) ( )( )− = +∫ l l
2

2

1

2
1 1 3 2

9
x n x dx n   1  

  
( )

( ) ( )

 = −


= l

2' 1

v

u x x

x n x
و منه  

( )

( )


= −


 ′ =


3

3

1
v

x
u x x

x
x

      

) إذن ) ( ) ( ) ( )
           

− = − − − = − − −           
           

∫ ∫ ∫l l l

2 2
3 3 3

2 2 2
2 2

1 1 1
1 1

1 1
1 1

3 3 3 3

x x x
x n x dx x n x x dx x n x x dx

x
  

)إذن ) ( ) ( ) ( ) ( )
          

− = − − − = − − − − − − +          
         

∫ l l l l

2 2
3 3

2
2

1
11

8 1 8 1
1 2 2 1 1 2 1

3 9 3 3 9 9

x x
x n x dx x n x x n n 

)إذن  ) ( )
( )

− = − +∫
l

l
2

2

1

2 2 2
1 0

3 9

n
x n x dx    و بالتالي( ) ( ) ( )( )− = +∫ l l

2
2

1

2
1 1 3 2

9
x n x dx n   

  

)مساحة حيز المستوى المحصور بين المنحنى 2cmلنحسب ب  - ج   )C ستقيمين اللذينو محور الأفاصيل و الم  

=معادلتاهما        1x و = 2x  := 21 .a 9u cm      0,25   
  

) لدينا ) ( ) ( ) ( )( )= = − = + ×∫ ∫ l l
2 2

2

1 1

2
S 1 1 3 2 9

9
f x dx x n x dx n     و بالتالي ( )( )= + l

2S 2 1 3 2n cm  

  


